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Λίγα λόγια για τα …
Εφαρμοσμένα Μαθηματικά ΙΙ για Πολιτικούς Μηχανικούς

Το διδακτικό αυτό σύγγραμμα (σε τρία τεύχη) αναφέρεται στις Συνήθεις Διαφορικές Εξισώσεις. Σκοπός του
είναι να αποτελέσει ένα διδακτικό σύγγραμμα κατάλληλο για το μάθημα Εφαρμοσμένα Μαθηματικά ΙΙ στο
δεύτερο εξάμηνο σπουδών του Τμήματος Πολιτικών Μηχανικών της Πολυτεχνικής Σχολής του Πανεπιστημίου
Πατρών. Μπορεί όμως θαυμάσια να χρησιμοποιηθεί και από φοιτητές και φοιτήτριες και άλλων Σχολών και
Τμημάτων Πολιτικών Μηχανικών ή ακόμη και από κάθε Πολιτικό Μηχανικό που θα ήθελε να ξαναθυμηθεί τις
Συνήθεις Διαφορικές Εξισώσεις.

Οι κύριοι στόχοι του διδακτικού αυτού συγγράμματος είναι οι εξής δύο:

1. Nα βοηθηθούν ο φοιτητής και η φοιτήτρια Πολιτικός Μηχανικός που για οποιοδήποτε λόγο δε διαθέτουν
σ’ επαρκή βαθμό τις απαιτούμενες μαθηματικές γνώσεις να κατανοήσουν ευκολότερα την ύλη των Συνήθων
Διαφορικών Εξισώσεων. Προς το σκοπό αυτό το μαθηματικό επίπεδο είναι εδώ κάπως χαμηλότερο από το
συνηθισμένο. Επίσης υπάρχουν και πάρα πολλές επεξηγήσεις και διασαφηνίσεις στοιχειώδους χαρακτήρα
που συνήθως παραλείπονται. Έτσι η μελέτη του συγγράμματος αυτού δεν παρουσιάζει ιδιαίτερη δυσκολία.

2. Να γίνει κατανοητό σε πολύ μεγαλύτερο βαθμό απ’ τα γνωστά διδακτικά συγγράμματα Συνήθων Διαφορικών
Εξισώσεων ότι οι εξισώσεις αυτές έχουν ευρεία χρησιμότητα σε ποικίλα προβλήματα της Επιστήμης του
Πολιτικού Μηχανικού. Δηλαδή αποτελούν «εργαλείο» και του Πολιτικού Μηχανικού. Προς το σκοπό αυτό
έχουν συμπεριληφθεί στο σύγγραμμα αυτό και πολλές εφαρμογές που αφορούν άμεσα στην Επιστήμη του
Πολιτικού Μηχανικού.

Συγκεκριμένα έχουν συμπεριληφθεί εφαρμογές από τη Δυναμική και τις Ταλαντώσεις (πτώση υλικού σημείου,
όλα τα βασικά είδη των ταλαντώσεων και συντονισμός), τη Μηχανική των Υλικών (δοκοί, δοκοί επί ελαστικής
βάσεως, λυγισμός στύλου, ιξοελαστικότητα και ερπυσμός), τις Πλάκες (κυκλική πλάκα), τη Δυναμική των
Κατασκευών (ταλαντώσεις ενός ιδεατού κτιρίου διατμήσεως), τις Θεμελιώσεις (πάσσαλος θεμελιώσεως
στο έδαφος), τη Ρευστομηχανική (μόνιμη ροή ιξώδους ρευστού σε σωλήνα, ταχύτητα ροής ιδεατού ρευστού
από το άκρο σωλήνα, γραμμές ροής), την Περιβαλλοντική Υδραυλική (μεταφορά και αποδόμηση ρύπου σε ένα
υδατόρρευμα) και την Περιβαλλοντική Μηχανική γενικότερα (αποδόμηση ρύπου).

Βέβαια όλες αυτές οι εφαρμογές είναι άμεσα συνδεδεμένες με τις ενότητες της σχετικής θεωρίας, τις οποίες
και ακολουθούν. Με τον τρόπο αυτό ο αναγνώστης και η αναγνώστρια Πολιτικός Μηχανικός έχουν την ευχέρεια
να κατανοούν άμεσα την πρακτική χρησιμότητα των μεθόδων επιλύσεως συνήθων διαφορικών εξισώσεων που
έχουν μελετήσει αμέσως πριν.

Το παρόν Τεύχος 2 είναι μόνο το ένα (το δεύτερο: Εφαρμοσμένες Ασκήσεις και Notebooks II για Πολιτικούς
Μηχανικούς) από τα τρία τεύχη του συγγράμματος Εφαρμοσμένα Μαθηματικά ΙΙ για Πολιτικούς Μηχανικούς.
Τα τεύχη αυτά είναι τα εξής:

Tεύχος 1: Εφαρμοσμένες Συνήθεις Διαφορικές Εξισώσεις
για Πολιτικούς Μηχανικούς

Τεύχος 2: Εφαρμοσμένες Ασκήσεις και Notebooks II
για Πολιτικούς Μηχανικούς

Tεύχος 3: Χρήσιμες Eντολές της Mathematica
για Πολιτικούς Μηχανικούς

Νικόλαος Ι. Ιωακειμίδης

ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΙΙ
ΓΙΑ ΠΟΛΙΤΙΚΟΥΣ ΜΗΧΑΝΙΚΟΥΣ
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à Notebook  ΕΜΙΙ-ΜΗ

ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ EMII-MΗ
(ΑΣΚΗΣΕΙΣ EMII-MΗ1 ΕΩΣ ΕΜΙΙ-ΜΗ9)

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-ΜΗ1 (∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΣΤΗΝ ΕΠΙΣΤΗΜΗ ΤΟΥ 
ΠΟΛΙΤΙΚΟΥ ΜΗΧΑΝΙΚΟΥ)

In[1]:= 8Off@General::spellD, Off@General::spell1D<;
In[2]:= ODE4 = EI v''''@xD " p@xD;
In[3]:= comment = "Απαντάται στη Μηχανική των Υλικών στην κάµψη συνήθους

δοκού υπό κάθετη κατανεµηµένη ϕόρτιση κατά µήκος της δοκού.";

ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  Σe  exίsou  apodektή  apάnthsh  ajorά  kai  h  antίstoich  exίswsh  gia  dokό  epί  elastikήV
bάsewV (p.c. pedilodokό ή sidhrotrociά), όpou upάrcei sto aristerό mέloV epίshV kai h antίdrash tou
edάjouV +k v(x).

In[4]:= BernoulliODE = m v'@tD == −b v@tD − c v@tD2;
In[5]:= comment =

"Απαντάται στη ∆υναµική στην κίνηση υλικού σηµείου µε αντίσταση ανάλογη τόσο

της ταχύτητας του υλικού σηµείου Hένας όροςL όσο και του τετραγώνου της

ταχύτητας του υλικού σηµείου Hδεύτερος όροςL: δύο όροι στην αντίσταση";

In[6]:= sol = DSolve@BernoulliODE, v@tD, tD
Out[6]= ::vHtL Ø

b ‰b c1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
‰

b tÅÅÅÅÅÅÅÅm - c ‰b c1
>>

In[7]:= NonlinearSVODE1 = c'@tD " − k c@tD2;
In[8]:= comment = "Απαντάται στην Περιβαλλοντική Μηχανική στην αποδόµηση ρύπου

δευτέρας τάξεως µέσα σε δοχείο µε οµοιόµορϕη κατανοµή του ρύπου.";

In[9]:= NonlinearSVODE2 = L v'@tD + v@tD2 ê 2 == g h;

In[10]:= comment = "Απαντάται στη Ρευστοµηχανική στο πρόβληµα του

προσδιορισµού της ταχύτητας εκροής ρευστού στο άκρο σωλήνα στο

κάτω µέρος δοχείου µε σταθερή στάθµη του ρευστού στο δοχείο.";

In[11]:= NonlinearSVODE3 = m v'@tD + c v@tD2 " m g;

In[12]:= comment = "Απαντάται στη ∆υναµική στην πτώση υλικού σηµείου στο γήινο πεδίο

βαρύτητας µε αντίσταση ανάλογη του τετραγώνου της ταχύτητάς του.";

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-ΜΗ2 (ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ) 

In[13]:= ode1 = r''@tD − ω2 r@tD " 0;
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In[14]:= comment =

"Απαντάται στη ∆υναµική στην κίνηση υλικού σηµείου µέσα σε ηµιάπειρο σωλήνα

που περιστρέϕεται γύρω από το σταθερό άκρο του µε γωνιακή ταχύτητα ω.";

In[15]:= chareq1 = µ2 − ω2 " 0;

In[16]:= sol1 = Solve@chareq1, µD
Out[16]= 88m Ø -w<, 8m Ø w<<
In[17]:= roots1 = 8−ω, ω<;
ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  Σe  exίsou  apodektή  apάnthsh  ajorά  kai  h  diajorikή  exίswsh  w '' HzL  =  h2 wHzL .  Αutή
apantάtai  stiV  ΘemeliώseiV  sthn  axonikή  jόrtish  kulindrikoύ  passάlou  sto  έdajoV  kai  έcei
carakthristikή  exίswsh  m2 = h2  me  dύo  pragmatikέV  kai  diajoretikέV  metaxύ  touV  rίzeV  m1 = -h  kai
m2 = h.

In[18]:= ode2 = u''@tD + ω02 u@tD " 0;

In[19]:= comment = "Απαντάται στις Ταλαντώσεις στις ελεύθερες ταλαντώσεις υλικού
σηµείου σε µονοβάθµιο µηχανικό σύστηµα µάζας−ελατηρίου χωρίς απόσβεση.";

In[20]:= chareq2 = µ2 + ω02 " 0;

In[21]:= sol2 = Solve@chareq2, µD
Out[21]= 88m Ø -Â w0<, 8m Ø Â w0<<
In[22]:= roots2 = 8? ω0, −? ω0<;
In[23]:= ode3 = u''@tD + 2 ξ ω0 u'@tD + ω02 u@tD " 0;

In[24]:= comment = "Απαντάται στις Ταλαντώσεις στις ελεύθερες ταλαντώσεις

υλικού σηµείου σε µονοβάθµιο µηχανικό σύστηµα µάζας−ελατηρίου−

αποσβεστήρα µε ασθενή απόσβεση: ξ < 1. HΟ περιορισµός αυτός,

ξ < 1, υποτίθεται ότι ισχύει και στις τρεις παρακάτω εντολές.L";
In[25]:= chareq3 = µ2 + 2 ξ ω0 µ + ω02 " 0;

In[26]:= sol3 = Solve@chareq3, µD
Out[26]= ::m Ø -x w0 - "###############x2 - 1 w0>, :m Ø "###############x2 - 1 w0 - x w0>>
In[27]:= roots3 = 8H−ξ + ? Sqrt@1 − ξ2DL ω0, H−ξ − ? Sqrt@1 − ξ2DL ω0<;
In[28]:= ode4 = v''''@xD + k2 v''@xD " 0;

In[29]:= comment = "Απαντάται στη Μηχανική των Υλικών και στην Ελαστική Ευστάθεια

στο πρόβληµα του λυγισµού στύλου Hή ράβδου ή υποστυλώµατοςL.";
In[30]:= chareq4 = µ4 + k2 µ2 " 0;

In[31]:= sol4 = Solve@chareq4, µD
Out[31]= 88m Ø 0<, 8m Ø 0<, 8m Ø -Â k<, 8m Ø Â k<<
In[32]:= roots4 = 80, 0, ? k, −? k<;
In[33]:= EulerODE = r4 w''''@rD + 2 r3 w'''@rD − r2 w''@rD + r w'@rD == Hp0êDL r4;
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In[34]:= comment = "Απαντάται στις Πλάκες σε

κυκλική πλάκα υπό σταθερή κατανεµηµένη ϕόρτιση p0 .";

In[35]:= sol = DSolve@EulerODE, w@rD, rD
Out[35]= ::wHr L Ø

p0 r4
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
64 D

+
1
ÅÅÅÅÅÅ
4
H2 c2 - c3L r2 +

1
ÅÅÅÅÅÅ
2

c3 logHr L r2 + c4 + c1 logHr L>>
In[36]:= solhlist = 81, r2, Log@rD, r2 Log@rD<
Out[36]= 81, r2, logHr L, r2 logHr L<
In[37]:= W = Det@8solhlist, D@solhlist, rD, D@solhlist, 8r, 2<D, D@solhlist, 8r, 3<D<D
Out[37]= -

16
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
r2

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-ΜΗ3 (∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΤΩΝ ΚΑΤΑΣΚΕΥΩΝ: ΚΑΜΠΤΙΚΕΣ 
Ι∆ΙΟΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ, ANIMATIONS)

In[38]:= Table@X@n_, x_D := Sin@n π xê3D, 8n, 1, 6<D;
In[39]:= SimplySupportedBeamVibrations= Table@Plot@X@2, xD Cos@2 tD,8x, 0, 3<, PlotStyle → Thickness@0.025D, PlotRange → 8−1, 1<,

PlotLabel → "Ι∆ΙΟΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ ΑΜΦΙΕΡΕΙΣΤΗΣ ∆ΟΚΟΥ"D, 8t, 0, π − π ê16, π ê16<D

0.5 1 1.5 2 2.5 3
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-0.75

-0.5
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0.5

0.75

1
Ι∆ΙΟΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ ΑΜΦΙΕΡΕΙΣΤΗΣ ∆ΟΚΟΥ

Out[39]= 8Ü Graphics Ü, Ü Graphics Ü, Ü Graphics Ü, Ü Graphics Ü, Ü Graphics Ü, Ü Graphics Ü, Ü Graphics Ü, Ü Graphics Ü,
Ü Graphics Ü, Ü Graphics Ü, Ü Graphics Ü, Ü Graphics Ü, Ü Graphics Ü, Ü Graphics Ü, Ü Graphics Ü, Ü Graphics Ü<

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Πarapάnw gia oikonomίa cώrou paraleίjqhkan όla ta scήmata thV animation ektόV apό to
prώto.

In[40]:= Export@"D:\CEII\SimplySupportedBeamVibrations.gif",
SimplySupportedBeamVibrations, ConversionOptions → 8Loop → True<D

Out[40]= D:\CEII\SimplySupportedBeamVibrations.gif

In[41]:= comment =

"Το κινούµενο σχήµα Hη animationL ενεργοποιείται µέσα στη Mathematica είτε

απο τις επιλογές Hτα menusL µε Cell → Animate Selected Graphics είτε

πιο απλά από το πληκτρολογιο µε Ctrl Y. Επ' ευκαιρία σηµειώνεται

επίσης ότι το σταµάτηµα της animation γίνεται µε πάτηµα του

ποντικιού έξω από την animation ή καλύτερα µε δεύτερο Ctrl Y.";
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In[42]:= comment =

"Έξω από τη Mathematica το αρχείο animated gif που δηµιουργήθηκε καλείται

απλά µε διπλό κτύπηµα µε το αριστερό πλήκτρο του ποντικιού πάνω στο

εικονίδιό του. Όµως µερικές ϕορές χρειάζεται να δηλωθεί ρητά και το

πρόγραµµα των Windows που θα ανοίξει αυτό το αρχείο animated gif.

Για το σκοπό αυτό πατιέται το εικονίδιο του αρχείου µε πάτηµα του

δεξιού πλήκτρου του ποντικιού και στη συνέχεια από το παράθυρο που

εµϕανίζεται η επιλογή Open With και τέλος Windows Picture and Fax Viewer.

Τότε παρουσιάζεται πραγµατικά η animation Hτο κινούµενο σχήµαL.";
à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-ΜΗ4 (ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ LAPLACE)

In[43]:= LT1 = LaplaceTransform@1, t, sD " 1ês
Out[43]= True

In[44]:= LT2 = LaplaceTransform@t3, t, sD " 3!ês4
Out[44]= True

In[45]:= LT3 = LaplaceTransform@t Sin@ω tD, t, sD " 2 ω s ë Hs2 + ω2L2
Out[45]= True

In[46]:= LT4 = LaplaceTransform@Sin@b tD Sinh@b tD, t, sD " 2 b2  sêHs4 + 4 b4L
Out[46]= True

In[47]:= LT5 = LaplaceTransform@Erfc@a êSqrt@tDD, t, sD " H1êsL C−2 a Sqrt@sD
Out[47]= True

In[48]:= LT6 = LaplaceTransform@UnitStep@tD, t, sD " 1 ês
Out[48]= True

In[49]:= LT7 = LaplaceTransform@DiracDelta@tD, t, sD " 1

Out[49]= True

In[50]:= ILT1 = InverseLaplaceTransform@1ês, s, tD " 1

Out[50]= True

In[51]:= ILT2 = InverseLaplaceTransform@1êHs2 − b2L, s, tD " H1êbL Sinh@b tD êê Simplify

Out[51]= True

In[52]:= ILT3 = InverseLaplaceTransform@1êHs2 + b2L, s, tD " H1êbL Sin@b tD
Out[52]= True

In[53]:= ILT4 = InverseLaplaceTransform@1êHHs + aL2 + b2L, s, tD " H1êbL C−a t Sin@b tD
Out[53]= True

In[54]:= ILT5 = InverseLaplaceTransform@1, s, tD " DiracDelta@tD
Out[54]= True
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In[55]:= ILT6 = InverseLaplaceTransform@sêHs4 − b4L, s, tD "H1êH2 b2LL HCosh@b tD − Cos@b tDL êê Simplify

Out[55]= True

In[56]:= ILT7 = InverseLaplaceTransform@s3 êHs4 + b4L, s, tD "

Cosh@b têSqrt@2DD Cos@b tê Sqrt@2DD êê Simplify

Out[56]= True

In[57]:= comment = "Ο αντίστροϕος µετασχηµατισµός Laplace ILT6 είναι

χρήσιµος στη ∆υναµική των Κατασκευών σε προβλήµατα καµπτικών

ιδιοταλαντώσεων και ελεύθερων ταλαντώσεων γενικότερα συνήθων δοκών.";

In[58]:= comment = "Ο αντίστροϕος µετασχηµατισµός Laplace ILT7 είναι χρήσιµος στη

Μηχανική των Υλικών σε προβλήµατα κάµψεως δοκών επί ελαστικής βάσεως,

π.χ. πεδιλοδοκών στις Θεµελιώσεις ή σιδηροτροχιών στη Σιδηροδροµική.";

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-ΜΗ5 (ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ MACAULAY)

In[59]:= comment = "Οι συναρτήσεις Macaulay καλούνται και συναρτήσεις ιδιοµορϕίας,

επειδή είτε οι ίδιες είτε παράγωγοί τους παρουσιάζουν ιδιοµορϕίες

στο σηµείο x = 0. Με τον τρόπο αυτό είναι κατάλληλες και για

την παράσταση ιδιόµορϕων ϕορτίσεων, όπως είναι οι ροπές, τα

συγκεντρωµένα ϕορτία και οι ασυνέχειες σε κατανεµηµένες ϕορτίσεις.";

In[60]:= Macaulay@0, x_D = UnitStep@xD;
In[61]:= Macaulay@−1, x_D = DiracDelta@xD;
In[62]:= p@x_D = p0 HMacaulay@0, x − 1D − Macaulay@0, x − 2DL +

P1 Macaulay@−1, x − 3D + P2 Macaulay@−1, x − 4D;
ΣΗΜΕΙ&ΣΗ:  Τo s(mbolo q(x) dhl)nei stiV exόdouV th bhmatikή sunάrthsh tou Heavide H(x).

In[63]:= BeamDE = EI v''''@xD " p@xD
Out[63]= EI vH4LHxL == P2 dHx - 4L + P1 dHx - 3L + p0 HqHx - 1L - qHx - 2LL
In[64]:= ics = 8v@0D = v0, v'@0D = θ0, v''@0D = M0êEI, v'''@0D = Q0êEI<;
In[65]:= LT1BeamDE = LaplaceTransform@BeamDE, x, sD
Out[65]= EI ikjjLaplaceTransform@vHxL, x, sD s4 - v0 s3 - q0 s2 -

M0 s
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

EI
-

Q0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI

y{zz ==

-
‰-2 s p0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

s
+

‰-s p0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

s
+ ‰-3 s P1+ ‰-4 s P2

In[66]:= LT2BeamDE = LT1BeamDE ê. LaplaceTransform@v@xD, x, sD → V@sD
Out[66]= EI ikjjVHsL s4 - v0 s3 - q0 s2 -

M0 s
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

EI
-

Q0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI

y{zz == -
‰-2 s p0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

s
+

‰-s p0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

s
+ ‰-3 s P1+ ‰-4 s P2

In[67]:= sol = Solve@LT2BeamDE, V@sDD
Out[67]= ::VHsL Ø

EI v0 s3 + EI q0 s2 + M0 s + ‰-3 s P1+ ‰-4 s P2 + Q0 - ‰-2 s p0ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅs + ‰-s p0ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅsÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI s4 >>
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In[68]:= vs@x_D = InverseLaplaceTransform@solP1, 1, 2T, s, xD
Out[68]=

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI

ikjjj-
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
24

p0 qHx - 2L Hx - 2L4 +
Q0 x3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

6
+

M0 x2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ EI v0 +

EI x q0 +
1
ÅÅÅÅÅÅ
6

P2 Hx - 4L3 qHx - 4L +
1
ÅÅÅÅÅÅ
6

P1 Hx - 3L3 qHx - 3L +
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
24

p0 Hx - 1L4 qHx - 1Ly{zzz
In[69]:= ver = BeamDE ê. v → vs êê FullSimplify

Out[69]= True

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-ΜΗ6 (ΩΣΤΙΚΗ ΑΠΟΚΡΙΣΗ)

In[70]:= ODE = u''@tD + ω02 u@tD " DiracDelta@tDê m;
In[71]:= ics = 8u@0D = 0, u'@0D = 0<;
In[72]:= LTODE = LaplaceTransform@ODE, t, sD êê Simplify

Out[72]= Hs2 + w02L LaplaceTransform@uHtL, t, sD ==
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅ
m

In[73]:= G@s_D = Solve@LTODE, LaplaceTransform@u@tD, t, sDDP1, 1, 2T
Out[73]=

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m Hs2 + w02L

In[74]:= g@t_D = InverseLaplaceTransform@G@sD, s, tD
Out[74]=

sinHt w0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m w0

In[75]:= g1@t_D = H1 êHm ω0LL Sin@ω0 tD;
In[76]:= comment = "Ο Πολιτικός Μηχανικός χρησιµοποιεί συνήθως, σχεδόν πάντα

το σύµβολο H(s) αντί για το GHsL για τη συνάρτηση µεταϕοράς.";

In[77]:= comment = "Αυτό δεν έγινε εδώ και γενικότερα δε γίνεται στα

Εϕαρµοσµένα Μαθηµατικά ΙΙ καθώς επίσης και σε µερικά βιβλία

Ταλαντώσεων για να µην υπάρχει σύγχυση της συναρτήσεως µεταϕοράς

GHsL µε τη µοναδιαία βηµατική συνάρτηση του Heaviside HHxL";
à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-ΜΗ7 (ΩΣΤΙΚΗ ΑΠΟΚΡΙΣΗ)

In[78]:= Clear@pD
In[79]:= g1@t_D = H1 êHm ω0LL Sin@ω0 tD
Out[79]=

sinHt w0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m w0

In[80]:= u1a@t_D = Integrate@g1@t − τD p@τD, 8τ, 0, t<D
Out[80]=

Ÿ0
tpHtL sinHHt - tL w0L „ t

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m w0
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In[81]:= u1b@t_D = u0 Cos@ω0 tD + Hv0êω0L Sin@ω0 tD
Out[81]= u0 cosHt w0L +

v0 sinHt w0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

w0

In[82]:= u1c@t_D = u1b@tD + u1a@tD
Out[82]= u0 cosHt w0L +

Ÿ0
tpHtL sinHHt - tL w0L „ t

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m w0

+
v0 sinHt w0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

w0

In[83]:= u1d@t_D = u1c@tD ê. p@τD → p0 êê Simplify

Out[83]=
p0 + Hm u0 w02 - p0L cosHt w0L + m v0 w0 sinHt w0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m w02

In[84]:= comment = "Εδώ χρησιµοποιήθηκε το σύµβολο τ αντί για το t, γιατί τ

είναι η µεταβλητή ολοκληρώσεως στο πιο πάνω ολοκλήρωµα Duhamel.

Το t είναι το πάνω όριο ολοκληρώσεως στο ολοκλήρωµα αυτό";

In[85]:= g2@t_D = H1 êHm ωDLL C−ξ ω0 t Sin@ωD tD
Out[85]=

‰-t x w0 sinHt wDL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m wD

In[86]:= u2@t_D = Integrate@g2@t − τD p@τD, 8τ, 0, t<D
Out[86]=

Ÿ0
t
‰-x Ht-tLw0 pHtL sinHHt - tL wDL „ t

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m wD

In[87]:= g3@t_D = H1 êHm aDLL C−ξ ω0 t Sinh@aD tD
Out[87]=

‰-t x w0 sinhHaD tL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

aD m

In[88]:= u3@t_D = Integrate@g3@t − τD p@τD, 8τ, 0, t<D
Out[88]=

Ÿ0
t
‰-x Ht-tLw0 pHtL sinhHaD Ht - tLL „ t

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
aD m

In[89]:= comment = "Η ασθενής απόσβεση Hµε ξ < 1L καλείται και υποκρίσιµη απόσβεση.";

In[90]:= comment = "Η ισχυρή απόσβεση Hµε ξ > 1L καλείται και υπερκρίσιµη απόσβεση.";

In[91]:= comment = "Η απόσβεση, όταν ξ = 1, καλείται κρίσιµη απόσβεση.";

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-ΜΗ8 (∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΤΩΝ ΚΑΤΑΣΚΕΥΩΝ: ΚΤΙΡΙΑ 
∆ΙΑΤΜΗΣΕΩΣ)

In[92]:= Clear@u1, u2, u3D
In[93]:= M = DiagonalMatrix@8m1, m2, m3<D;
In[94]:= M êê MatrixForm

Out[94]//MatrixForm=ikjjjjjjjj m1 0 0
0 m2 0
0 0 m3

y{zzzzzzzz
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In[95]:= comment = "Στη ∆υναµική των Κατασκευών το µητρώο µάζας Μ καλείται

µερικές ϕορές, όχι όµως και πολύ συχνά, και µητρώο αδρανείας.

Αυτή η δεύτερη ονοµασία δόθηκε στο µητρώο µάζας Μ, επειδή αυτό
σχετίζεται µε τις αδρανειακές δυνάµεις µε βάση το νόµο του Νεύτωνα.";

In[96]:= K = 88k11, k12, k13<, 8k12, k22, k23<, 8k13, k23, k33<<;
In[97]:= K êê MatrixForm

Out[97]//MatrixForm=ikjjjjjjjj k11 k12 k13
k12 k22 k23
k13 k23 k33

y{zzzzzzzz
In[98]:= ver = Transpose@KD " K

Out[98]= True

In[99]:= u@t_D = 8u1@tD, u2@tD, u3@tD<; u@tD êê MatrixForm

Out[99]//MatrixForm=ikjjjjjjjj u1HtL
u2HtL
u3HtL y{zzzzzzzz

In[100]:= p@tD = 8p1@tD, p2@tD, p3@tD<; p@tD êê MatrixForm

Out[100]//MatrixForm=ikjjjjjjjj p1HtL
p2HtL
p3HtL y{zzzzzzzz

In[101]:= sdeqs = M.u''@tD + K.u@tD " p@tD
Out[101]= 8k11 u1HtL + k12 u2HtL + k13 u3HtL + m1 u1££HtL, k12 u1HtL + k22 u2HtL + k23 u3HtL + m2 u2££HtL,

k13 u1HtL + k23 u2HtL + k33 u3HtL + m3 u3££HtL< == 8p1HtL, p2HtL, p3HtL<
In[102]:= FrequencyEquation1 = Det@−ω2 M + KD " 0

Out[102]= -m1m2 m3 w6 + k33 m1m2 w4 + k22 m1m3 w4 + k11m2 m3 w4 +
k232 m1w2 - k22 k33 m1w2 + k132 m2 w2 - k11 k33 m2 w2 + k122 m3 w2 -
k11 k22 m3 w2 - k11 k232 - k132 k22 + 2 k12 k13 k23 - k122 k33 + k11 k22 k33 == 0

In[103]:= FrequencyEquation2 = Collect@FrequencyEquation1P1T, ωD " 0

Out[103]= -m1m2 m3 w6 + Hk33 m1m2 + k11m3 m2 + k22 m1m3L w4 +Hm3 k122 + k232 m1 - k22 k33 m1 + k132 m2 - k11 k33 m2 - k11 k22 m3L w2 -
k11 k232 - k132 k22 + 2 k12 k13 k23 - k122 k33 + k11 k22 k33 == 0

In[104]:= deq@1D = m1 u1''@tD + k11 u1@tD + k12 u2@tD + k13 u3@tD " p1@tD;
In[105]:= deq@2D = m2 u2''@tD + k12 u1@tD + k22 u2@tD + k23 u3@tD " p2@tD;
In[106]:= deq@3D = m3 u3''@tD + k13 u1@tD + k23 u2@tD + k33 u3@tD " p3@tD;
In[107]:= subsu = 8LaplaceTransform@u1@tD, t, sD → U1@sD,

LaplaceTransform@u2@tD, t, sD → U2@sD, LaplaceTransform@u3@tD, t, sD → U3@sD<;
In[108]:= subsp = 8LaplaceTransform@p1@tD, t, sD → P1@sD,

LaplaceTransform@p2@tD, t, sD → P2@sD, LaplaceTransform@p3@tD, t, sD → P3@sD<;

210 Notebook-EMII-MH-2008.nb



In[109]:= subsz = 8u1@0D → 0, u2@0D → 0, u3@0D → 0, u1'@0D → 0, u2'@0D → 0, u3'@0D → 0<;
In[110]:= LTdeqs =

LaplaceTransform@8deq@1D, deq@2D, deq@3D<, t, sD ê. subsu ê. subsp ê. subsz êê
Simplify

Out[110]= 8Hm1 s2 + k11LU1HsL + k12 U2HsL + k13 U3HsL == P1HsL,
k12 U1HsL + Hm2 s2 + k22LU2HsL + k23 U3HsL == P2HsL,
k13 U1HsL + k23 U2HsL + Hm3 s2 + k33LU3HsL == P3HsL<

In[111]:= solLTdeqs = Solve@LTdeqs, 8U1@sD, U2@sD, U3@sD<D êê Simplify

Out[111]= 88U1HsL Ø HHk232 - Hm2 s2 + k22L Hm3 s2 + k33LLP1HsL +Hk12 m3 s2 - k13 k23 + k12 k33LP2HsL + Hk13 m2 s2 + k13 k22 - k12 k23LP3HsLL êH-m1m2 m3 s6 - k33 m1m2 s4 - k22 m1m3 s4 + k232 m1 s2 - k22 k33 m1 s2 + k122 m3 s2 -
2 k12 k13 k23 + k122 k33 + k132 Hm2 s2 + k22L + k11 Hk232 - Hm2 s2 + k22L Hm3 s2 + k33LLL,

U2HsL Ø HHk12 Hm3 s2 + k33L - k13 k23LP1HsL + Hk132 - Hm1 s2 + k11L Hm3 s2 + k33LLP2HsL +Hk23 Hm1 s2 + k11L - k12 k13LP3HsLL êH-m1m2 m3 s6 - k33 m1m2 s4 - k22 m1m3 s4 + k232 m1 s2 - k22 k33 m1 s2 + k122 m3 s2 -
2 k12 k13 k23 + k122 k33 + k132 Hm2 s2 + k22L + k11 Hk232 - Hm2 s2 + k22L Hm3 s2 + k33LLL,

U3HsL Ø -HHk13 Hm2 s2 + k22L - k12 k23L HHm1 s2 + k11LP3HsL - k13 P1HsLL -Hk12 k13 - k23 Hm1 s2 + k11LL Hk12 P3HsL - k13 P2HsLLL êHHk12 k13 - k23 Hm1 s2 + k11LL Hk12 Hm3 s2 + k33L - k13 k23L +Hk13 Hm2 s2 + k22L - k12 k23L Hk132 - Hm1 s2 + k11L Hm3 s2 + k33LLL<<
In[112]:= LTdet = Collect@Det@s2 M + KD, sD " 0

Out[112]= m1m2 m3 s6 + Hk33 m1m2 + k11m3 m2 + k22 m1m3L s4 +H-m3 k122 - k232 m1 + k22 k33 m1 - k132 m2 + k11 k33 m2 + k11 k22 m3L s2 -
k11 k232 - k132 k22 + 2 k12 k13 k23 - k122 k33 + k11 k22 k33 == 0

In[113]:= ZeroLoading = 8p1@tD = 0, p2@tD = 0, p3@tD = 0<;
In[114]:= 8u10@t_D = φ1 Cos@ω t + αD, u20@t_D = φ2 Cos@ω t + αD, u30@t_D = φ3 Cos@ω t + αD<;
In[115]:= algeqs1 = 8deq@1D, deq@2D, deq@3D< ê. 8u1 → u10, u2 → u20, u3 → u30< êê Simplify

Out[115]= 8H-m1 f1w2 + k11 f1+ k12 f2 + k13 f3L cosHa + t wL == 0,H-m2 f2 w2 + k12 f1+ k22 f2 + k23 f3L cosHa + t wL == 0,Hk13 f1+ k23 f2 + f3 Hk33 - m3 w2LL cosHa + t wL == 0<
In[116]:= algeqs2 = algeqs1 ê. Cos@ω t + αD → 1

Out[116]= 8-m1 f1w2 + k11 f1+ k12 f2 + k13 f3 == 0,
-m2 f2 w2 + k12 f1+ k22 f2 + k23 f3 == 0, k13 f1+ k23 f2 + f3 Hk33 - m3 w2L == 0<

In[117]:= algeq@1D = k11 φ1 + k12 φ2 + k13 φ3 − m1 φ1 ω2 == 0

Out[117]= -m1 f1w2 + k11 f1+ k12 f2 + k13 f3 == 0

In[118]:= algeq@2D = k12 φ1 + k22 φ2 + k23 φ3 − m2 φ2 ω2 == 0

Out[118]= -m2 f2 w2 + k12 f1+ k22 f2 + k23 f3 == 0

In[119]:= algeq@3D = k13 φ1 + k23 φ2 + φ3 Hk33 − m3 ω2L == 0

Out[119]= k13 f1+ k23 f2 + f3 Hk33 - m3 w2L == 0
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In[120]:= algdet = Collect@
Det@88k11 − m1 ω2, k12, k13<, 8k12, k22 − m2 ω2, k23<, 8k13, k23, k33 − m3 ω2<<D, ωD

Out[120]= -m1m2 m3 w6 + Hk33 m1m2 + k11m3 m2 + k22 m1m3L w4 +Hm3 k122 + k232 m1 - k22 k33 m1 + k132 m2 - k11 k33 m2 - k11 k22 m3L w2 -
k11 k232 - k132 k22 + 2 k12 k13 k23 - k122 k33 + k11 k22 k33

In[121]:= FrequencyEquation3 = algdet " 0

Out[121]= -m1m2 m3 w6 + Hk33 m1m2 + k11m3 m2 + k22 m1m3L w4 +Hm3 k122 + k232 m1 - k22 k33 m1 + k132 m2 - k11 k33 m2 - k11 k22 m3L w2 -
k11 k232 - k132 k22 + 2 k12 k13 k23 - k122 k33 + k11 k22 k33 == 0

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-ΜΗ9 (∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΤΩΝ ΚΑΤΑΣΚΕΥΩΝ: ΚΤΙΡΙΑ 
∆ΙΑΤΜΗΣΕΩΣ: ΣΕΙΣΜΙΚΗ ΦΟΡΤΙΣΗ)

In[122]:= deqa@1D =

m1 u1''@tD + k11 Hu1@tD − ug@tDL + k12 Hu2@tD − ug@tDL + k13 Hu3@tD − ug@tDL " 0;

In[123]:= deqa@2D =

m2 u2''@tD + k12 Hu1@tD − ug@tDL + k22 Hu2@tD − ug@tDL + k23 H u3@tD − ug@tDL " 0;

In[124]:= deqa@3D =

m3 u3''@tD + k13 Hu1@tD − ug@tDL + k23 H u2@tD − ug@tDL + k33 Hu3@tD − ug@tDL " 0;

In[125]:= deqr@1D = m1 u1''@tD + k11 u1@tD + k12 u2@tD + k13 u3@tD == −m1 ug''@tD;
In[126]:= deqr@2D = m2 u2''@tD + k12 u1@tD + k22 u2@tD + k23 u3@tD == −m2 ug''@tD;
In[127]:= deqr@3D = m3 u3''@tD + k13 u1@tD + k23 u2@tD + k33 u3@tD == −m3 ug''@tD;
In[128]:= comment =

"Το δεύτερο σύστηµα προτιµάται, γιατί περιέχει την οριζόντια επιτάχυνση

του εδάϕους, δεύτερη παράγωγο της µετατοπίσεώς του, που είναι άµεσα

διαθέσιµη από το επιταχυνσιογράϕηµα που δίνει το επιταχυνσιόµετρο.";

In[129]:= peff@t_D = 8−m1 ug''@tD, −m2 ug''@tD, −m3 ug''@tD<; peff@tD êê MatrixForm

Out[129]//MatrixForm=ikjjjjjjjj -m1 ug££HtL
-m2 ug££HtL
-m3 ug££HtL y{zzzzzzzz

In[130]:= UnitVector = 81, 1, 1<; UnitVector êê MatrixForm

Out[130]//MatrixForm=ikjjjjjjjj 111 y{zzzzzzzz
In[131]:= peff1@t_D = −M.UnitVector ug''@tD; peff1@tD êê MatrixForm

Out[131]//MatrixForm=ikjjjjjjjj -m1 ug££HtL
-m2 ug££HtL
-m3 ug££HtL y{zzzzzzzz
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ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÁ NOTEBOOKS
ÔÏÕ ÐÏËÉÔÉÊÏÕ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕ

Óôéò åðüìåíåò óåëßäåò ðáñáôßèåíôáé äýï åöáñìïóìÝíá notebooks ôçò Mathematica, ðïõ Ý÷ïõí
ðñïåôïéìáóèåß ìå áñêåôÞ ðñïóï÷Þ, ëßãï--ðïëý óáí íá Þóáí áðëÝò åðéóôçìïíéêÝò åñãáóßåò, êáé
åðé÷åéñïýí íá äåßîïõí ôç ÷ñçóéìüôçôÜ ôçò óå óõãêåêñéìÝíá ðñïâëÞìáôá ôïõ ÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý
ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Ôá notebooks áõôÜ åßíáé ôá åîÞò:

• ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÁ NOTEBOOKS
1. ÅöáñìïóìÝíï Notebook EN-EMII-NEWTON: Íüìïò ôïõ Íåýôùíá (5 óåëßäåò)

Ðåñßëçøç ôïõ notebook: Ôï notebook áõôü áöïñÜ óôïí ðïëý ãíùóôü äåýôåñï íüìï ôïõ
Íåýôùíá óôç ÄõíáìéêÞ. Áõôüò áðïôåëåß ôç âÜóç ôçò ìåëÝôçò ðÜñá ðïëëþí öáéíïìÝíùí
ôïõ ÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý, üðùò ôïõ öáéíïìÝíïõ ôçò óåéóìéêÞò öïñôßóåùò ìéáò êáôáóêåõÞò.
Êáô’ áñ÷Þí áíáöÝñåôáé ï íüìïò áõôüò ãéá ôçí êßíçóç õëéêïý óçìåßïõ ìå ãíùóôÞ åîùôåñéêÞ
äýíáìç êáé ìå ÷ñÞóç ôïõ ó÷çìáôßæåôáé ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ãéá ôç
èÝóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ. Êáôáóôñþíåôáé åðßóçò êáé ôï ó÷åôéêü ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí.
Óôç óõíÝ÷åéá ìåëåôÜôáé ç ðåñßðôùóç óôáèåñÞò åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò êáé ëýíåôáé ôï ó÷åôéêü
ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ áðïäåéêíýåôáé åðßóçò üôé ç áýîçóç ôçò
êéíçôéêÞò åíÝñãåéáò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ðñïÝñ÷åôáé áðëÜ áðü ôï Ýñãï ðïõ ðáñÜãåé ç åîùôå-
ñéêÞ äýíáìçðïõ åöáñìüæåôáé ðÜíùôïõ. ÌåôÜ ìåëåôÜôáé ìéá åéäéêÞðåñßðôùóç ìç óôáèåñÞò
(ìåôáâëçôÞò) åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò ðïõ ðåñéÝ÷åé äýï ôñéãùíïìåôñéêïýò üñïõò êáé Ýíáí áñ-
íçôéêü åêèåôéêü üñï êáé ëýíåôáé êáé ðÜëé ôï ó÷åôéêü ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí. Ç ìÝèïäïò
óôï notebook áõôü ìðïñåß âÝâáéá íá åöáñìïóèåß êáé ãéá ðïëëÝò Üëëåò ìïñöÝò åîùôåñéêþí
äõíÜìåùí êáé åðßóçò íá ãåíéêåõèåß êáé óå ðïëý äõóêïëüôåñá ðñïâëÞìáôá ôçò ÄõíáìéêÞò.

2. ÅöáñìïóìÝíï Notebook EN-EMII-FALL: Åëåýèåñç Ðôþóç Õëéêïý Óçìåßïõ (13 óåëßäåò)

Ðåñßëçøç ôïõnotebook: Óôïnotebookáõôüìå âÜóç ôï äåýôåñï íüìï ôïõÍåýôùíáìåëåôÜôáé
ç åëåýèåñç ðôþóç åíüò õëéêïý óçìåßïõ óôï ãÞéíï ðåäßï âáñýôçôáò. Êáôáóôñþíåôáé ç ó÷å-
ôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ãéá ôç èÝóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ êáé ðñïóäéïñßæåôáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò
ìå Üìåóç ïëïêëÞñùóç êáé, áíåîÜñôçôá, ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò åðéëýóåùò äéáöïñéêþí åîé-
óþóåùí DSolve ôçò Mathematica. Óôç óõíÝ÷åéá êáèïñßæåôáé ôï ó÷åôéêü ðñüâëçìá áñ÷éêþí
ôéìþí êáé ëýíåôáé êáé áõôü ôüóï êáôåõèåßáí ìå ôçí åíôïëÞ DSolve üóï êáé ìå ðñïóäéïñéóìü
ôùí óôáèåñþí óôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ Ý÷åé Þäç âñåèåß. ÌåôÜ ôçí
åðéìåëçìÝíç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò ëýóåùò ðïõ âñÝèçêå ÷ñçóéìïðïéåßôáé ç ìÝèïäïò ôçò
÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò ãéá ôçí åðßëõóç ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. ÔÝëïò ÷ñçóé-
ìïðïéåßôáé êáé ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ãéá ôçí åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò
áñ÷éêþí ôéìþí. ÖõóéêÜ ôá áðïôåëÝóìáôá ìå üëåò áõôÝò ôéò ìåèüäïõò óõìöùíïýí ìåôáîý
ôïõò, üðùò áíáìåíüôáí, êáé ðñáãìáôéêÜ óõíéóôÜôáé óôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ç ÷ñÞóç äéá-
öïñåôéêþí ìåèüäùí ãéá ôçí åðßëõóç åíüò óõãêåêñéìÝíïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò åðéóôÞìçò ôïõ.

Ôá äýï áõôÜ åöáñìïóìÝíá notebooks Ý÷ïõí ðñïöáíþò ôï êáèáõôü åíäéáöÝñïí ôïõò êáé óôï
ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ êáé óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ãåíéêüôåñá
óõãêåêñéìÝíá óôç ÄõíáìéêÞ. Ç ðáñïõóßá ôïõò üìùò åäþ óôï÷åýåé åðßóçò êáé óôç ÷ñÞóç ôïõò
óáí õðïäåéãìÜôùí áðü ôï öïéôçôÞ/ôç öïéôÞôñéá Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ãéá ôçí åîßóïõ åðéìåëçìÝíç
ðñïåôïéìáóßá êáé ôùí äéêþí ôïõ/ôùí äéêþí ôçò åöáñìïóìÝíùí notebooks ìå ôç Mathematica.
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1.1. Ï äåýôåñïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá

Èåùñïýìå ôïí êëáóéêü äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá óôç ÄõíáìéêÞ ôïõ õëéêïý óçìåßïõ. Óýì-
öùíá ìå ôï íüìï áõôü êáôÜ ôçí åõèýãñáììç êßíçóç õëéêïý óçìåßïõ M  (êáôÜ ìÞêïò ôïõ x -
Üîïíá êáé ìå t  ôï ÷ñüíï) ôï ãéíüìåíï ôçò ìÜæáò m ôïõ õëéêïý óçìåßïõ åðß ôçí åðéôÜ÷õíóÞ
ôïõ aHtL éóïýôáé ìå ôç äýíáìç F HtL  ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï.  ÄçëáäÞ éó÷ýåé ç
åîßóùóç

In[1]:= eq = m a@tD ä F@tD
Out[1]= m aHtL == FHtL
¼ìùò ç åðéôÜ÷õíóç  a = aHtL  ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M  åßíáé ç ðñþôç ðáñÜãùãïò ôçò ôá÷ýôç-
ôáò v = vHtL Þ ç äåýôåñç ðáñÜãùãïò ôçò èÝóåùò x = xHtL  ôïõ ßäéïõ õëéêïý óçìåßïõ.  Óõíå-
ðþò Ý÷ïõìå

In[2]:= a@t_D := v'@tD
êáé åðïìÝíùò ç åîßóùóç eq (ï äåýôåñïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

In[3]:= eq

Out[3]= m v£HtL == FHtL
êáé åðåéäÞ, üðùò áíåöÝñèçêå, ç ôá÷ýôçôá åßíáé ç ðñþôç ðáñÜãùãïò ôçò èÝóåùò, äçëáäÞ

In[4]:= v@t_D := x'@tD
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ðñïêýðôåé ôåëéêÜ ç åîÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò êéíÞóåùò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M :

In[5]:= deq = eq

Out[5]= m x££HtL == FHtL
Ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç åßíáé ðñïöáíþò óõíÞèçò, ãñáììéêÞ, äåõôÝñáò ôÜîåùò, ðñþôïõ
âáèìïý,  ìå  óôáèåñü  óõíôåëåóôÞ  (áí  êáé  áõôü  äåí  Ý÷åé  éäéáßôåñç  óçìáóßá  óôçí  ðáñïýóá
äéáöïñéêÞ  åîßóùóç)  êáé  ãåíéêÜ  ìç  ïìïãåíÞò  (åííïåßôáé  ãéá  ìç  ìçäåíéêÞ  äýíáìç F = F HtL ).
Åí ðñïêåéìÝíù èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí åíôïëÞ DSolve åðéëýóåùò äéáöïñéêþí åîéóþóå-
ùí óôç Mathematica ãéá ôçí åðßëõóÞ ôçò. Åíôïýôïéò êáôáñ÷Þí èá ìðïñïýóáìå íá ðñï÷ù-

ñÞóïõìå êáé Üìåóá ìå äýï áðëÝò ïëïêëçñþóåéò ìÝóù ôçò åíôïëÞò Integrate.

Ç ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò êéíÞóåùò deq óõíïäåýåôáé óõíÞèùò óôï ðáñüí ðñü-
âëçìá êéíÞóåùò êáé áðü ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (áñ÷éêÞ èÝóç x0  êé áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá v0

ãéá ôï õëéêü óçìåßï), ðïõ ôéò óõìâïëßæïõìå óáí ics (initial conditions):  

In[6]:= ics = 8x@0D ä x0, v@0D ä v0<
Out[6]= 8xH0L == x0, x£H0L == v0<
(Åð'  åõêáéñßá  ðáñáôçñïýìå üôé  ç  Mathematica  ÷ñçóéìïðïßçóå  ôïí  ïñéóìü ôçò  ôá÷ýôçôáò
óáí ðáñÜãùãï ôçò èÝóåùò óôïí áìÝóùò ðéï ðÜíù ``õðïëïãéóìü'' ôùí äýï áñ÷éêþí óõíèç-

êþí ics.)  ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå ôþñá Ýíá ðëÞñåò ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí. Áõôü áðïôåëåßôáé

áðü ôñåéò åîéóþóåéò eqs, äçëáäÞ áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç deq êáé ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

ics. ¢ñá

In[7]:= eqs = 8deq, ics< êê Flatten

Out[7]= 8m x££HtL == FHtL, xH0L == x0, x£H0L == v0<
(Ç åíôïëÞ Flatten ÷ñçóéìåýåé óôï íá äçìéïõñãçèåß ìéá áðëÞ ëßóôá åîéóþóåùí ãéá ôï ðñü-
âëçìÜ ìáò. Ç ÷ñÞóç ôçò äåí åßíáé áðáñáßôçôç óôéò ëßóôåò åîéóþóåùí ðïõ ÷ñçóéìïðïéïý-
íôáé  êáôÜ  ôçí åðßëõóç äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ôçí åíôïëÞ DSolve óôçí ðáñïýóá ver-
sion 4.1 ôçò Mathematica.)

1.2. ÓôáèåñÞ äýíáìç ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï

Êáé  ôþñá  åßìáóôå  Ýôïéìïé  íá  ëýóïõìå  ôï  ðñüâëçìá  êéíÞóåùò  ðïõ  Ý÷ïõìå  ðñþôá ãéá  ìéá
óôáèåñÞ äýíáìç F0

In[8]:= F@t_D := F0

Ç ó÷åôéêÞ ëýóç sol1 ðñïêýðôåé Üìåóá ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò DSolve. ÅðïìÝíùò

In[9]:= eqs

Out[9]= 8m x££HtL == F0, xH0L == x0, x£H0L == v0<
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In[10]:= sol1 = DSolve@eqs, x@tD, tDP1T êê Simplify

Out[10]= :xHtL Ø
F0 t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 m

+ v0 t + x0>
(Ç  âïçèçôéêÞ  åíôïëÞ  Simplify  ìáò  åðÝôñåøå  ìéá  ìéêñÞ  áðëïðïßçóç  ôïõ  áðïôåëÝóìáôïò.)
Ìðïñïýìå ôþñá åýêïëá íá ðñïóäéïñßóïõìå ôç èÝóç x1HtL , ôçí ôá÷ýôçôá v1HtL  êáé ôçí åðé-
ôÜ÷õíóç a1HtL  ôïõ  õëéêïý óçìåßïõ  M  ðïõ  áíôéóôïé÷ïýí óôç  ëýóç  áõôÞ.  (Ìéá  ëßóôá ôñéþí
åíôïëþí áñêåß!) ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå 

In[11]:= 8x1@t_D = x@tD ê. sol1, v1@t_D = x1'@tD, a1@t_D = v1'@tD<
Out[11]= : F0 t2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 m

+ v0 t + x0,
F0 t
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m

+ v0,
F0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m

>
(Ðñïöáíþò ç åðéôÜ÷õíóç a1HtL  åßíáé óôçí ðáñïýóá ðåñßðôùóÞ  óôáèåñÞ, ç ôá÷ýôçôá v1HtL
ðñùôïâÜèìéï  ðïëõþíõìï  ôïõ  ÷ñüíïõ  t  êáé  ç  èÝóç  x1HtL  äåõôåñïâÜèìéï  ðïëõþíõìï  ôïõ
÷ñüíïõ t  óôçí áðëÞ ðåñßðôùóç óôáèåñÞò äõíÜìåùò F = F0  ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï ôçí êß-
íçóç ôïõ ïðïßïõ åîåôÜæïõìå. 'Ïëá áõôÜ åßíáé åýëïãá.) Ç åðáëÞèåõóç ôùí ôñéþí åîéóþóå-

ùí eqs åßíáé Üìåóç, ðÜñá ðïëý áðëÞ ìå ôïí ðáñüíôá óõìâïëéóìü:

In[12]:= ver1 = eqs ê. x Æ x1

Out[12]= 8True, True, True<
ÅðïìÝíùò êáé  ïé  ôñåéò  åîéóþóåéò ìáò  eqs,  ç  äéáöïñéêÞ  åîßóùóç ôçò êéíÞóåùò deq  êáé  ïé

äýï  áñ÷éêÝò  óõíèÞêåò  ics,  åðáëçèåýïíôáé  êáé  åßìáóôå  Ýôóé  âÝâáéïé  ãéá  ôï  ìáèçìáôéêü
ìÝñïò  ôçò  ëýóåùò  ôïõ  ðñïâëÞìáôüò  ìáò.  Åíôïýôïéò  áðü  öõóéêÞò  áðüøåùò,  äçëáäÞ  áí

ðñáãìáôéêÜ ïé åîéóþóåéò ìáò eqs åßíáé êáé áõôÝò óùóôÝò êáé ðüóï óùóôÝò Üñáãå, äçëáäÞ
ðüóåò  ðáñáäï÷Ýò  Ý÷ïõí  ãßíåé  (ð.÷.  áãíïÞèçêå  êÜèå  áíôßóôáóç  êáé  ôñéâÞ,  ôï  óþìá  ìáò
èåùñÞèçêå áðëÜ õëéêü óçìåßï M ,  êëð.),  áõôü åßíáé Ýíá Üëëï èÝìá êáèáñÞò áñìïäéüôçôáò
ôïõ  Ðïëéôéêïý  Ìç÷áíéêïý.  Áóöáëþò  ôï  èÝìá  áõôü  åßíáé  Ýîù  áðü  ôïõò  Üìåóïõò  óôü÷ïõò
ôïõ ðáñüíôïò  åöáñìïóìÝíïõ notebook. 

Ìðïñïýìå  åðßóçò  íá  åîåôÜóïõìå  ôçí  åîÜñôçóç  ôçò  èÝóåùò  x1HtL  (ðïõ  äçëþíåôáé  ôþñá
óáí xt  ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t ) áðü ôçí ôá÷ýôçôá v1HtL  (ðïõ äçëþíåôáé ôþñá óáí vt  ôç ÷ñï-
íéêÞ óôéãìÞ t ) óôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá. Áõôü ôï ðåôõ÷áßíïõìå áðáëåßöïíôáò ôï ÷ñü-

íï t  ìåôáîý ôùí äýï áõôþí ðïóïôÞôùí ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Eliminate ôçò Mathemat-
ica. ¸ôóé âñßóêïõìå (ìå áðáëïéöÞ ôïõ ÷ñüíïõ t )

In[13]:= elimination = Eliminate@8x1@tD ä xt, v1@tD ä vt<, tD êê Simplify

Out[13]= vt2 ==
m v02 - 2 F0 x0 + 2 F0 xt
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m
Ìm ∫ 0

(ìå ôï óýìâïëï fl íá ðáñéóôÜíåé ôï ëïãéêü ``êáé'', ``and'' óôá ÁããëéêÜ). ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé
ç  ìÜæá  m  ôïõ  õëéêïý  óçìåßïõ  M  åßíáé  ìç  ìçäåíéêÞ  (åðåéäÞ  åßíáé  èåôéêÞ  ðïóüôçôá),  üðùò
ðñáãìáôéêÜ óõìâáßíåé. Ìðïñïýìå Ýôóé íá ðåñéïñéóèïýìå óôï ðñþôï ìÝñïò ôçò ðáñáðÜíù

áðáëïéöÞò  elimination (äçëáäÞ óôïí ðñþôï üñï ôçò ó÷åôéêÞò ëïãéêÞò óõæåýîåùò),  ðáßñ-
íïíôáò áðëÜ ôçí åîÞò éóüôçôá ìåôÜ áðü ðïëëáðëáóéáóìü êáé ôùí äýï ìåëþí åðß H1 ê2Lm :

216 ΝΟΜΟΣ ΤΟΥ ΝΕΥΤΩΝΑ Notebook ΕΝ-ΕΜΙΙ-Newton



In[14]:= EnergyEquation1 =
1
ÄÄÄÄÄÄ
2

m eliminationP1, 1T ä
1
ÄÄÄÄÄÄ
2

 m eliminationP1, 2T êê Simplify

Out[14]=
m vt2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
==

m v02
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
- F0 x0 + F0 xt

ãéá  ôç ó÷Ýóç ðïõ óõíäÝåé ôç èÝóç xt  ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M  ìå ôçí ôá÷ýôçôÜ ôïõ vt  (ôç
÷ñïíéêÞ  óôéãìÞ  t ).  Ðñïöáíþò  ç  ó÷Ýóç  áõôÞ  áíáöÝñåôáé  óôçí  áýîçóç  (ãéá  F0 > 0)  ôçò
êéíçôéêÞò  åíÝñãåéáò  T = H1 ê2L m vt

2  ôïõ  õëéêïý  óçìåßïõ  M ,  ç  ïðïßá  ïöåßëåôáé  óôï  Ýñãï
W = F0Hxt - x0L  ôçò äõíÜìåùò F0  ðïõ Ý÷åé ðáñá÷èåß êáôÜ ôçí êßíçóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ
M  áðü ôçí áñ÷éêÞ èÝóç ôïõ x0  (ãéá t = 0) ìÝ÷ñé ôçí êÜèå öïñÜ (ìåôáâëçôÞ) èÝóç ôïõ xt  ôç
÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t . Ç ßäéá ó÷Ýóç ãñÜöåôáé êáé óôçí åîÞò áðüëõôá éóïäýíáìç ìïñöÞ:

In[15]:= EnergyEquation2 =
1
ÄÄÄÄÄÄ
2

 m Hvt2 - v02L ä F0 Hxt - x0L
Out[15]=

1
ÅÅÅÅÅÅ
2

m Hvt2 - v02L == F0 Hxt - x0L
Êé áíôßóôñïöá, üðùò áóöáëþò êáé áíáìÝíåôáé,  ç ðáñáðÜíù åíåñãåéáêÞ åîßóùóç Energy-
Equation2  äéáðéóôþíåôáé  áìÝóùò  üôé  åðáëçèåýåôáé  áðü  ôéò  åêöñÜóåéò  ôçò  èÝóåùò  x1HtL
êáé ôçò ôá÷ýôçôáò v1HtL  ðïõ Þäç âñÝèçêáí óôçí ðáñïýóá åõèýãñáììç êßíçóç ôïõ õëéêïý
óçìåßïõ M , äçëáäÞ

In[16]:= EnergyConservation = EnergyEquation2 ê. 8xt Æ x1@tD, vt Æ v1@tD< êê Simplify

Out[16]= True

ÅðïìÝíùò ðÝñá áðü ôçí êáèáñÜ ìáèçìáôéêÞ åðáëÞèåõóç ôùí åîéóþóåùí eqs (ôçò äéáöï-

ñéêÞò  åîéóþóåùò  deq  êáé  ôùí  áñ÷éêþí  óõíèçêþí ics)  ôïõ  ðáñüíôïò  ðñïâëÞìáôïò  áñ÷é-
êþí  ôéìþí  êÜíáìå  åðéðëÝïí  êáé  ôçí  åðáëÞèåõóç  ôçò  éó÷ýïò  ôçò  ó÷åôéêÞò  åíåñãåéáêÞò

åîéóþóåùò EnergyEquation2. ÄçëáäÞ äéáðéóôþóáìå üôé ç ëýóç ìáò x1HtL  ãéá ôç èÝóç ôïõ
õëéêïý óçìåßïõ M  êáé ç Ýêöñáóç ôçò ôá÷ýôçôáò v1HtL = x1 ' HtL  ôïõ ßäéïõ õëéêïý óçìåßïõ ðïõ
ðñïÝêõøå  áðü  áõôÞí  ðñáãìáôéêÜ  åðáëçèåýïõí  ôï  áðü  öõóéêÞò  áðüøåùò  áíáìåíüìåíï
ãåãïíüò. Ôï ãåãïíüò áõôü åßíáé üôé ç áýîçóç ôçò êéíçôéêÞò åíÝñãåéáò T ôïõ õëéêïý óçìåß-
ïõ  M  óô'  áëÞèåéá  ïöåßëåôáé  óôï  Ýñãï  W ôçò  åîùôåñéêÞò  äõíÜìåùò  F0  êáôÜ  ôçí  êßíçóç

áõôÞ ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M .  Ìå ôïí ôñüðï áõôü ç åìðéóôïóýíç ìáò ðñïò ôç ëýóç  sol1,  ç
ïðïßá âñÝèçêå ãéá ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí ðïõ Ý÷ïõìå (âáóéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôï-

ëÞò DSolve) áõîÜíåôáé áêüìç ðåñéóóüôåñï, ãßíåôáé ó÷åäüí âåâáéüôçôá.

1.3. ÌåôáâëçôÞ äýíáìç ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï

Èá  ðñï÷ùñÞóïõìå  ôþñá  óå  Ýíá  ðáñüìïéï  ðñüâëçìá,  áëëÜ  ìå  ìåôáâëçôÞ  ôç  äýíáìç
F = F HtL  ðïõ åöáñìüæåôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï, óõãêåêñéìÝíá ìå

In[17]:= F@t_D := F1 Cos@a tD + F2 Sin@b tD + F3 Exp@-c tD
(ìå ôéò ðïóüôçôåò F1, 2, 3  êáé a, b, c  óôáèåñÝò). Ãéá ôçí åðßëõóç ôùí åîéóþóåþí ìáò eqs èá

÷ñçóéìïðïéçèåß  êáé  ðÜëé  ç  åíôïëÞ  DSolve.  Ç  äéáöïñéêÞ  åîßóùóç  ôçò  êéíÞóåùò  ãßíåôáé
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ëéãÜêé ðéï ðïëýðëïêç (÷ùñßò üìùò íá áëëÜæïõí ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò). ¸÷ïõìå åðïìÝíùò
(êáé áðïëýôùò áíÜëïãá ìå ôá ðñïçãïýìåíá êáé ìÜëéóôá ìå ÷ñÞóç áíÜëïãùí óõìâüëùí)

In[18]:= deq

Out[18]= m x££HtL == ‰-c t F3 + F1 cosHa tL + F2 sinHb tL
In[19]:= eqs

Out[19]= 8m x££HtL == ‰-c t F3 + F1 cosHa tL + F2 sinHb tL, xH0L == x0, x£H0L == v0<
In[20]:= sol2 = DSolve@eqs, x@tD, tDP1T êê Simplify

Out[20]= :xHtL Ø -
cosHa tLF1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

a2 m
+

F1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
a2 m

+
F2 t
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
b m

+
F3 t
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c m

+ t v0 + x0 -
F2 sinHb tL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

b2 m
+

‰-c t F3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 m
-

F3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2 m

>
In[21]:= 8x2@t_D = x@tD ê. sol2, v2@t_D = x2'@tD, a2@t_D = v2'@tD< êê Simplify

Out[21]= :-
cosHa tL F1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

a2 m
+

F1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
a2 m

+
F2 t
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
b m

+
F3 t
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c m

+ t v0 + x0 -
F2 sinHb tL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

b2 m
+

‰-c t F3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 m
-

F3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2 m

,

a c F2 - a c cosHb tLF2 - a b ‰-c t F3 + a b F3 + a b c m v0 + b c F1 sinHa tL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

a b c m
,

‰-c t F3 + F1 cosHa tL + F2 sinHb tL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m
>

Åßíáé  ðïëý êáëü ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå êáé  ðÜëé ç  åíôïëÞ Simplify  óôïõò óõãêåêñéìÝíïõò
õðïëïãéóìïýò. Åßíáé åðßóçò ÷ñÞóéìç êáé óå ðÜñá ðïëëïýò Üëëïõò ðïëýðëïêïõò õðïëïãé-
óìïýò.  ÌåñéêÝò öïñÝò ìÜëéóôá áðáéôåßôáé áíôß  ãé'  áõôÞ ç ÷ñÞóç êáé ôçò áñêåôÜ ðéï éó÷õ-

ñÞò åíôïëÞò FullSimplify  ãéá ó÷åäüí Üñéóôá õðïëïãéóôéêÜ áðïôåëÝóìáôá. Ç åðáëÞèåõóç
ôçò ëýóåùò åßíáé êáé ôþñá ðÜñá ðïëý åýêïëç

In[22]:= ver2 = eqs ê. x Æ x2

Out[22]= :m ikjjj ‰-c t F3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m
+

F1 cosHa tL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m
+

F2 sinHb tL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m
y{zzz == ‰-c t F3 + F1 cosHa tL + F2 sinHb tL,

True, True>
ÐñÝðåé  üìùò íá ÷ñçóéìïðïéçèåß  (êáé  ðÜëé)  êáé  ç  åíôïëÞ Simplify  ìüíï üóïí áöïñÜ óôçí

ßäéá  ôç  äéáöïñéêÞ  åîßóùóç  deq.  Ãéá  ôéò  áñ÷éêÝò  óõíèÞêåò  ics  äéáðéóôþèçêå  Þäç  üôé  äåí
áðáéôåßôáé ç ÷ñÞóç ôçò:

In[23]:= ver2 êê Simplify

Out[23]= 8True, True, True<
ÖõóéêÜ  ç  Mathematica  ìðïñåß  íá  ìáò  ïäçãÞóåé  êáé  óôéò  ëýóåéò  xHtL  ðïëý  ðéï  äýóêïëùí
ðñïâëçìÜôùí åõèýãñáììçò êéíÞóåùò õëéêïý óçìåßïõ M  ôçò ìïñöÞò ðïõ åîåôÜæïõìå åäþ,
äçëáäÞ  ìå  ðïëý  ðéï  ðïëýðëïêåò  åêöñÜóåéò  ôçò  äõíÜìåùò  F = F HtL ðïõ  áóêåßôáé  ðÜíù
óôï õëéêü óçìåßï M . Áóöáëþò üìùò ç ðáñÜèåóç ôÝôïéùí ðïëýðëïêùí åêöñÜóåùí, áí êáé
õðïëïãéóôéêÜ  åßíáé  áðüëõôá  åöéêôÞ,  åíôïýôïéò  ðñáêôéêÜ  äåí  åîõðçñåôåß  êáíÝíáí  ïõóéá-
óôéêü åêðáéäåõôéêü óêïðü!
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2.1. Ôï ìç÷áíéêü ðñüâëçìá

Èåùñïýìå  ôï  êëáóéêü  ìç÷áíéêü  ðñüâëçìá  ôçò  åëåýèåñçò  ðôþóåùò  õëéêïý  óçìåßïõ  M
(ìÜæáò m ) ÷ùñßò êáèüëïõ ôñéâÝò Þ Üëëç áíôßóôáóç ôïõ áÝñá óôï ãÞéíï ðåäßo âáñýôçôáò
ìå g  ôçí åðéôÜ÷õíóç ôçò âáñýôçôáò (ðñïò ôç ãç). Óôï óôïé÷åéþäåò áõôü ðñüâëçìá ï äåý-
ôåñïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá ðáßñíåé ôçí åîÞò áðëÞ ìïñöÞ äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (differen-

tial equation) de óôç Mathematica:

In[1]:= de = D@x@tD, 8t, 2<D ä -g

Out[1]= x££HtL == -g

ùò ðñïò ôç èÝóç (ýøïò) xHtL  ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M  (ìå ôç èåôéêÞ öïñÜ ôïõ xHtL  íá Ý÷åé åðé-

ëåãåß ðñïò ôá ðÜíù) óõíáñôÞóåé ôïõ ÷ñüíïõ t.  H ßäéá áêñéâþò äéáöïñéêÞ åîßóùóç de ìðï-
ñåß öõóéêÜ íá äçëùèåß (áðüëõôá éóïäýíáìá) êáé ìå ôïí áðëïýóôåñï óõìâïëéóìü

In[2]:= de = x''@tD ä -g

Out[2]= x££HtL == -g

Åí ðÜóç ðåñéðôþóåé Ý÷ïõìå ìéá áðëÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç de  ôçò êéíÞóåùò (åëåý-
èåñçò ðôþóåùò ÷ùñßò ôñéâÝò Þ áíôßóôáóç ôïõ áÝñá) ãéá ôï õëéêü óçìåßï M .  Ç äéáöïñéêÞ

áõôÞ åîßóùóç de åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò (ëüãù ôçò åìöáíßóåùò ôçò äåõôÝñáò ðáñáãþãïõ
ùò ðñïò ôç èÝóç xHtL ),  ðñþôïõ âáèìïý (ãéáôß  ç  äåýôåñç áõôÞ ðáñÜãùãïò åßíáé  õøùìÝíç
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óôçí  ðñþôç  äýíáìç),  ðñïöáíþò  ãñáììéêÞ  êáé  ìå  óôáèåñü  óõíôåëåóôÞ  (ôç  ìïíÜäá)  óôç
äåýôåñç  ðáñÜãùãï  ðïõ  ðñïáíáöÝñèçêå  (áí  êáé  áõôü  äåí  Ý÷åé  éäéáßôåñç  óçìáóßá  åí
ðñïêåéìÝíù ëüãù ôçò ìç õðÜñîåùò Üëëùí ðáñáãþãùí) êáé ìç ïìïãåíÞò (ëüãù ôçò åìöá-
íßóåùò ôçò åðéôá÷ýíóåùò ôçò âáñýôçôáò g  óôï  äåîéü  ìÝëïò ôçò  äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

de). Ç åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ åßíáé ç èÝóç x  êáé ç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ åßíáé ï ÷ñüíïò t .

2.2. ¢ìåóç ïëïêëÞñùóç

Ãéá  ôçí  åðßëõóç  ôçò  äéáöïñéêÞò  åîéóþóåùò  de  ìðïñïýìå  íá  åñãáóèïýìå  ìå  äéÜöïñïõò
ôñüðïõò. Óôï âéâëßï [1] åðéäåéêíýåôáé ç ìÝèïäïò ôçò Üìåóçò ïëïêëçñþóåùò. Ìå ôç Mathe-

matica ç ìÝèïäïò áõôÞ ìðïñåß íá åöáñìïóèåß (ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Integrate ãéá ôéò
ïëïêëçñþóåéò) ùò åîÞò:

In[3]:= de1 = Integrate@deP1T, tD ä Integrate@deP2T, tD + k1

Out[3]= x£HtL == k1 - g t

Åäþ  äå  ëçóìïíÞóáìå  íá  ðñïóèÝóïõìå  ìéá  óôáèåñÜ  ïëïêëçñþóåùò  k1 (êáôÜ  ðñïôßìçóç,
áëë' ü÷é áðáñáßôçôá, óôçí ïëïêëÞñùóç ôïõ äåîéïý ìÝëïõò) êáé íá äçëþóïõìå ôç íÝá äéá-

öïñéêÞ åîßóùóç óáí de1.  Áóöáëþò ç åíôïëÞ  Integrate  ìðïñåß íá ãñáöåß áñêåôÜ ðéï ðá-
ñáäïóéáêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ óõíçèéóìÝíïõ óõìâüëïõ ôçò ïëïêëçñþóåùò Ÿ .  Ôüôå Ý÷ïõìå
êáé ðÜëé (áðüëõôá éóïäýíáìá, üðùò ðáñáôçñïýìå áðü ôï ðéï êÜôù áðïôÝëåóìá)

In[4]:= de1 = ‡ deP1T ‚ t ä ‡ deP2T ‚ t + k1

Out[4]= x£HtL == k1 - g t

Ìå ôïí ôñüðï áõôü ç áñ÷éêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç de (äåõôÝñáò ôÜîåùò, üðùò Þäç áíáöÝñ-

èçêå)  Ý÷åé  ìåôáôñáðåß óå ìéá áðëïýóôåñç äéáöïñéêÞ åîßóùóç de1  ðñþôçò ôÜîåùò (ôþñá
ùò ðñïò ôçí ôá÷ýôçôá x ' HtL = vHtL  ôïõ ßäéïõ õëéêïý óçìåßïõ M ). Áõôü ôï ðåôý÷áìå ìå ôçí
ðéï  ðÜíù ïëïêëÞñùóç.  Êáô'  áíÜëïãï ôñüðï,  äçëáäÞ ìå  ìéá  áêüìç ïëïêëÞñùóç (êáé  óôá
äýï ìÝëç êáé ðÜëé) ìðïñïýìå íá áðáëëáãïýìå åíôåëþò áðü ôçí ðáñÜãùãï êáé íá Ý÷ïõìå
ôçí ôåëéêÞ Ýêöñáóç ôçò èÝóåùò xHtL  ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M  (áóöáëþò óáí óõíÜñôçóç ôïõ
÷ñüíïõ t )

In[5]:= èÝóç = ‡ de1P1T ‚ t ä ‡ de1P2T ‚ t + k2

Out[5]= xHtL == -
g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ k1 t + k2

Åäþ  åéóáãÜãáìå  êáé  ìéá  äåýôåñç  óôáèåñÜ  ïëïêëçñþóåùò:  ôçí  k2 .  Ìå  ôï  óýìâïëï  èÝóç
äçëþóáìå ôçí ðáñáðÜíù åîßóùóç ãéá ôç èÝóç xHtL  ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M .  Ç Mathematica
èõìÜôáé âÝâáéá ôï óýìâïëï áõôü:

In[6]:= èÝóç

Out[6]= xHtL == -
g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ k1 t + k2
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ðïõ ìðïñïýìå ðéá íá ôï ÷ñçóéìïðïéïýìå üðïôå èÝëïõìå,  ð.÷.  ãéá  íá äçëþóïõìå ôç ëýóç
xgHtL  ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò åëåýèåñçò ðôþóåùò ðïõ åîåôÜæïõìå (äçëáäÞ ôçò äéáöïñéêÞò

åîéóþóåùò de) óáí óõíÜñôçóç óôç Mathematicá:

In[7]:= xg@t_D = èÝóçP2T
Out[7]= -

g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ k1 t + k2

Åð'  åõêáéñßá  óçìåéþíïõìå  üôé  ç  óõíÜñôçóç  áõôÞ  xgHtL  áðïôåëåß  ôç  ãåíéêÞ  ëýóç  (general
solution) ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò åëåýèåñçò ðôþóåùò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M , ãéáôß äåí êáèï-
ñßóèçêáí ìÝ÷ñé óôéãìÞò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0. ÐáñÜ ôáýôá äéáðéóôþ-
íåôáé üôé ïé áõèáßñåôåò óôáèåñÝò k2  êáé k1  äçëþíïõí åí ðñïêåéìÝíù ôçí áñ÷éêÞ èÝóç êáé
ôçí áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M  áíôßóôïé÷á, üðùò áìÝóùò ðáñáôçñïýìå ðïëý
åýêïëá:

In[8]:= 8xg@0D, xg '@tD ê. t Æ 0<
Out[8]= 8k2, k1<
Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé åßíáé áðüëõôá äéêáéïëïãçìÝíç ç åìöÜíéóç äýï óôáèåñþí, ôùí k1

êáé  k2 ,  óôçí ðáñáðÜíù ãåíéêÞ ëýóç xgHtL ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò de.  Áõôü óõìâáßíåé,
åðåéäÞ ðñüêåéôáé ãéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò, üðùò Ý÷åé Þäç áíáöåñèåß. 

Ï  Ðïëéôéêüò  Ìç÷áíéêüò  Ý÷åé  ôåñÜóôéá  åõèýíç  óôéò  êáôáóêåõÝò  êáé  óôá  ëïéðÜ  Ýñãá  ðïõ
áíáëáìâÜíåé êáé ðñÝðåé áóöáëþò áðü ôþñá (äçëáäÞ áêüìç êáé óáí öïéôçôÞò/öïéôÞôñéá)
íá óõíçèßóåé íá åðáëçèåýåé ôá áðïôåëÝóìáôÜ ôïõ, åí ðñïêåéìÝíù ôçí ôüóï áðëÞ êáé ãíù-
óôÞ ëýóç xgHtL ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò åëåýèåñçò ðôþóåùò ãéá ôç èÝóç xHtL  ôïõ õëéêïý óç-
ìåßïõ M . Áõôü áóöáëþò åßíáé åîáéñåôéêÜ åýêïëï ìå ôç Mathematica:

In[9]:= åðáëÞèåõóç = de ê. x Æ xg

Out[9]= True

ÏðùóäÞðïôå áíôß  ãéá  ôï óýìâïëï åðáëÞèåõóç  èá  ìðïñïýóå íá åß÷å ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé

ïðïéïäÞðïôå Üëëï óýìâïëï (ð.÷. verification Þ ç ðñïöáíÞò óýíôìçóÞ ôïõ ver) Þ êáé êáíÝ-
íá áðïëýôùò óýìâïëï, äçëáäÞ 

In[10]:= de ê. x Æ xg

Out[10]= True

Êáëü  åßíáé  üìùò  íá  äçëþíïõìå  ìå  óýìâïëá  ôéò  ðáñáóôÜóåéò  êáé  ôá  áðïôåëÝóìáôá  ðïõ
ðáßñíïõìå óôç Mathematica  (åí ðñïêåéìÝíù ôï ëïãéêü áðïôÝëåóìá True, äçëáäÞ áëçèÝò).
¸ôóé èá ìðïñïýìå, áí ÷ñåéáóèåß,  íá ôá Ý÷ïõìå äéáèÝóéìá óôïõò ðáñáðÝñá õðïëïãéóìïýò

ìáò, üðùò Þäç êÜíáìå ìå ôï óýìâïëï de ãéá ôçí áñ÷éêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóÞ ìáò, ôï ïðïßï
÷ñçóéìïðïéÞèçêå áìÝóùò ðéï ðÜíù. (Áí äåí ôï åß÷áìå äéáèÝóéìï, èá Ýðñåðå íá îáíáãñÜ-
øïõìå ôç  äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò åëåýèåñçò ðôþóåùò ôïõ  õëéêïý óçìåßïõ M .)  Ôï åðé÷åß-
ñçìá üôé ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç åßíáé áðëÞ äåí åõóôáèåß áðüëõôá, ãéáôß õðÜñ÷ïõí êáé
ðïëýðëïêåò  áêüìç  êáé  åîáéñåôéêÜ  ðïëýðëïêåò  äéáöïñéêÝò  åîéóþóåéò  óôçí  ÅðéóôÞìç  ôïõ
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Ðïëéôéêïý  Ìç÷áíéêïý.  Ãéáôß  íá  ìçí  ôïõò  äßíïõìå  Ýíá  üíïìá,  ð.÷.  de,  de1  Þ  deq  (áðü  ôïí

üñï differential equation) Þ êáé äå (äéáöïñéêÞ åîßóùóç), þóôå íá ôéò èõìÜôáé ç Mathematica;

2.3. ×ñÞóç ôçò åíôïëÞò DSolve

ÐÝñá  áðü  ôç  ìÝèïäï  ôçò  Üìåóçò  ïëïêëçñþóåùò,  ðïõ  åðéäåß÷èçêå  áíáëõôéêÜ  ðéï  ðÜíù

óôçí áðëÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóÞ ìáò de, ç Mathematica äéáèÝôåé áóöáëþò êáé åéäéêÞ åíôïëÞ
ãéá  ôçí  åðßëõóç  äéáöïñéêþí  åîéóþóåùí  ðïõ  åðéäÝ÷ïíôáé  áíáëõôéêÞ  åðßëõóç  (áêüìç  êáé

ðïëý  äýóêïëùí  ôÝôïéùí  åîéóþóåùí).  ÁõôÞ  åßíáé  ç  åíôïëÞ  DSolve.  Ìå  ôç  ÷ñÞóç  ôçò
åíôïëÞò áõôÞò,  ðïõ  Ý÷åé  ôñßá  ïñßóìáôá:  ôç  äéáöïñéêÞ åîßóùóç,  ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç
(åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ)  êáé  ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ,  ìðïñïýìå íá âñïýìå áìÝóùò ôç

ëýóç ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåþò ìáò de ùò åîÞò:

In[11]:= ëýóç = DSolve@de, x@tD, tD
Out[11]= ::xHtL Ø -

g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ c2 t + c1>>

Áóöáëþò èá ìðïñïýóáìå íá ìçí åß÷áìå äþóåé üíïìá (ëýóç) óôç ëýóç áõôÞí, áí üìùò ôç
÷ñåéáóèïýìå  ðáñáðÝñá,  áêüìç  êáé  ìÝóá  óôï  êåßìåíï,  èá  ðñÝðåé  íá  ôçí  îáíáûðïëïãß-
óïõìå Þ íá ôçí îáíáãñÜøïõìå; (¼÷é âÝâáéá!) ¸ôóé åðéëÝîáìå åýëïãá íá ôçò äþóïõìå Ýíá
üíïìá.  ÖõóéêÜ  ï  ðáñáôçñçôéêüò  öïéôçôÞò/ç  ðáñáôçñçôéêÞ  öïéôÞôñéá  Ðïëéôéêüò  Ìç÷áíé-

êüò  Ý÷åé  Þäç  óçìåéþóåé  ôçí  ïõóéáóôéêÞ  óýìðôùóç  ôçò  ðéï  ðÜíù  ëýóåùò  (ëýóç)  ìå  ôçí

áíÜëïãç ëýóç (èÝóç) ðïõ åß÷å ðñïêýøåé ôçí ìÝèïäï ôçò Üìåóçò ïëïêëçñþóåùò ôçò ßäéáò

äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò de ôçò êéíÞóåùò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M  (ìå ìüíç ïõóéáóôéêÞ äéáöï-
ñÜ óôá óýìâïëá ãéá ôéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò êáé óôï óõìâïëéóìü ãåíéêüôåñá).

Åßíáé ðñáãìáôéêÜ ðïëý ÷ñÞóéìï ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò íá ÷ñçóéìïðïéåß äýï äéáöïñåôéêÝò
ìåèüäïõò óôçí åðßëõóç ôùí ðñïâëçìÜôùí ôïõ, ãéáôß ìå áõôü ôïí ôñüðï åëÝã÷åé ôéò ìåèü-
äïõò ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß (ðÝñá áðü ôçí åðáëÞèåõóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí óå ìéá ìüíï ìÝèï-

äï  óå  üóï  âáèìü  åßíáé  êáé  áõôÞ  äõíáôÞ).  Åí  ðñïêåéìÝíù ç  åíôïëÞ DSolve  ðñïãñáììáôß-
óèçêå  áðü  áíèñþðïõò  óôçí  åôáéñåßá  Wolfram  Research,  Inc.,  ç  ïðïßá  Ý÷åé  áíáðôýîåé  ôç
Mathematica  (õðü ôç  äéåýèõíóç ôïõ  äéÜóçìïõ Stephen  Wolfram),  êáé  ðñïöáíþò,ðïôÝ äåí
åßíáé 100% âÝâáéï üôé üëïé ïé ðñïãñáììáôéóôÝò äåí êÜíïõí ðïôÝ ëÜèç. ÁíÜëïãá éó÷ýïõí,
èåùñçôéêÜ ôïõëÜ÷éóôïí, êáé ìå ôá ðñïãñÜììáôá ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò
óôç ìåëÝôç êáôáóêåõþí, ð.÷.  óôç óôáôéêÞ êáé ôç äõíáìéêÞ áíÜëõóç ìéáò ðïëõêáôïéêßáò: ç
÷ñÞóç  äýï  ôÝôïéùí  ðñïãñáììÜôùí ãéá  ôçí  ßäéá  ìåëÝôç  áóöáëþò äßíåé  ìéá  óéãïõñéÜ  óôï
ìåëåôçôÞ  Ðïëéôéêü  Ìç÷áíéêü,  åöüóïí  âÝâáéá  ôá  áðïôåëÝóìáôá  åßíáé  áíÜëïãá  õðü  ôïõò
ßäéïõò áñ÷éôåêôïíéêïýò, ëåéôïõñãéêïýò êáé ôå÷íéêïýò ðåñéïñéóìïýò êáé ðñïûðïèÝóåéò.  Äåí
åßíáé Ýôóé;

Áò  óçìåéùèåß  åðßóçò  üôé  áðü  ôçí  ðáñáðÜíù  ãåíéêÞ  ëýóç  ëýóç  ðïõ  âñÞêáìå  ìðïñïýìå
áìÝóùò íá ðÜñïõìå êáé ôç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç xãHtL  áíÜëïãá ìå ü,ôé  êÜíáìå ðñïçãïõìÝ-
íùò, äçëáäÞ

In[12]:= xã@t_D = ëýóçP1, 1, 2T
Out[12]= -

g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ c2 t + c1
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ìå ôïõò äåßêôåò óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ðéï ðÜíù åêöñÜóåùò íá áðïâëÝðïõí óôçí ``áðüóðá-
óç''  ôçò  êýñéáò  åêöñÜóåùò  ðïõ  èÝëïõìå  óôçí  ðáñáðÜíù  ëýóç  ìáò  (ðïõ  âáóßóèçêå  óôç

÷ñÞóç  ôçò  åíôïëÞò  DSolve).  Ç  ðáñáðÜíù  ãåíéêÞ  ëýóç  åßíáé  Ýíá  äåõôåñïâÜèìéï  ðïëõþ-
íõìï ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t  êáé åßíáé åðßóçò äéðáñáìåôñéêÞ: ðáñÜìåôñïé c1,2 , ðïõ ìðïñïýí íá
ðÜñïõí ïðïéåóäÞðïôå ôéìÝò ðñáãìáôéêÝò Þ ìéãáäéêÝò. Åííïåßôáé âÝâáéá üôé ï Ðïëéôéêüò Ìç-
÷áíéêüò èá áðïêëåßóåé ôéò ìéãáäéêÝò ôéìÝò óôéò ðáñáìÝôñïõò áõôÝò, ãéáôß äåí Ý÷åé öõóéêü
íüçìá ìéãáäéêÞ èÝóç xHtL  óôçí åëåýèåñç ðôþóç õëéêïý óçìåßïõ M .

Óçìåéþíåôáé  åðßóçò  (êáé  ðÜëé)  üôé  ïé  äýï  ðáñáðÜíù  ãåíéêÝò  ëýóåéò  ðïõ  âñÞêáìå  (ôõðéêÜ
ôïõëÜ÷éóôïí ìå äýï äéáöïñåôéêÝò ìåèüäïõò) óõìðßðôïõí, åðåéäÞ

In[13]:= xg@tD ä xã@tD ê. 8k1 Æ C@2D, k2 Æ C@1D<
Out[13]= True

ìåôÜ áðü ìéá ëßãï-ðïëý ðñïöáíÞ áëëáãÞ ôùí óõìâüëùí ãéá ôéò äýï ðáñáìÝôñïõò k1,2  ôçò
ðñþôçò ëýóåùò xgHtL  (ðïõ  ôá åðéëÝîáìå åìåßò),  þóôå áõôÜ  íá  óõìðÝóïõí ìå  ôá óýìâïëá
ôùí ðáñáìÝôñùí c2,1  ôçò äåýôåñçò ëýóåùò xã HtL  (ðïõ ôá åðÝëåîå ç ßäéá ôç Mathematica).

2.4. Áñ÷éêÝò óõíèÞêåò: ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí

ÓõíÞèùò  ï  Ðïëéôéêüò  Ìç÷áíéêüò  åíäéáöÝñåôáé  ãéá  ôç  ëýóç  åíüò  öõóéêïý  ðñïâëÞìáôïò
ðïõ ôïí áöïñÜ õðü óõãêåêñéìÝíåò óõíèÞêåò ðïõ åîáóöáëßæïõí ôï ìïíïóÞìáíôï ôçò ëý-
óåùò  áõôÞò.  ÄçëáäÞ åíäéáöÝñåôáé  ãéá  ìßá  êáé  ìïíáäéêÞ  ëýóç  óå êÜèå  öõóéêü  ðñüâëçìá.
ÅðïìÝíùò  äåí  åíäéáöÝñåôáé  ãéá  äéðáñáìåôñéêÝò  ïéêïãÝíåéåò  ëýóåùí  óôçí  êáèçìåñéíÞ
ðñáêôéêÞ.  Óôï  óõãêåêñéìÝíï  ðñüâëçìá  ôçò  åëåýèåñçò  ðôþóåùò  ôïõ  õëéêïý  óçìåßïõ  M
óôçí  ðñáãìáôéêüôçôá  ðñÝðåé  íá  îÝñïõìå  ôéò  êáëïýìåíåò áñ÷éêÝò  óõíèÞêåò ôïõ  ðñïâëÞ-
ìáôïò  áõôïý  (ãéá  t = 0),  äçëáäÞ  ôçí  áñ÷éêÞ  èÝóç  (ýøïò)  x0  êáé  ôçí  áñ÷éêÞ  ôá÷ýôçôá  v0

ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M  ìå Üëëåò ëÝîåéò ìå ðïéïí ôñüðï áñ÷ßæåé ç êßíçóç ôïõ õëéêïý áõôïý
óçìåßïõ.  ÁõôÝò  ïé  áñ÷éêÝò  óõíèÞêåò  èá  ìáò  åðéôñÝøïõí  ôïí  ðëÞñç  ðñïóäéïñéóìü  ôçò
èÝóåùò  xHtL  ôïõ  õëéêïý  óçìåßïõ  ÷ùñßò  ðëÝïí  ôçí  åìöÜíéóç  ôùí  ðáñáìÝôñùí  k1,2  Þ  c2,1 ,
áëëÜ ìå ôçí áíôéêáôÜóôáóÞ ôïõò áðü ôéò ßäéåò ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò Hx0, v0L  Ýóôù êáé óå
ìç  áñéèìçôéêÞ  ìïñöÞ.  Áò  äçëþóïõìå  åðïìÝíùò  ôéò  áñ÷éêÝò  áõôÝò  óõíèÞêåò  ìå  ôï  óýì-

âïëï ics (initial conditions, áñ÷éêÝò óõíèÞêåò):

In[14]:= ics = 8x@0D ä x0, x'@0D ä v0<
Out[14]= 8xH0L == x0, x£H0L == v0<
Óå ôüóï áðëÝò äçëþóåéò åßíáé áðüëõôá Ü÷ñçóôï íá èÝëïõìå êáé ôï ôåôñéììÝíï áðïôÝëå-
óìá  ôïõ  õðïëïãéóìïý  áðü  ôç  Mathematica.  ¸ôóé  ãñÜöïõìå  áðëÜ  êáé  áóöáëþò  áðüëõôá
éóïäýíáìá

In[15]:= ics = 8x@0D ä x0, x'@0D ä v0<;
ãéá  íá  ìçí ðÜñïõìå Ýîïäï (output)  áðü ôï ðñüãñáììá.  Ôþñá Ý÷ïõìå ôñåéò  åîéóþóåéò:  (á)

ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç de êáé (â) ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ics. Áò ôéò äçëþóïõìå üëåò ìáæß ìå

ôï óýìâïëï eqs (equations, åîéóþóåéò)
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In[16]:= eqs = 8de, ics<
Out[16]= 8x££HtL == -g, 8xH0L == x0, x£H0L == v0<<
ÁõôÝò ïé ôñåéò åîéóþóåéò ìáò áðïôåëïýí (áðü êïéíïý) Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí (initial

value problem), ôï ïðïßï ðñÝðåé íá ëýóïõìå êáé íá âñïýìå ôç ëýóç ôïõ sol (solution, ëýóç)

In[17]:= sol = DSolve@eqs, x@tD, tD
Out[17]= ::xHtL Ø

1
ÅÅÅÅÅÅ
2

H-g t2 + 2 v0 t + 2 x0L>>
Ç åíôïëÞ Simplify âïçèÜåé óôçí áðëïðïßçóç ôçò ëýóåùò áõôÞò:

In[18]:= sol = sol êê Simplify

Out[18]= ::xHtL Ø -
g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ v0 t + x0>>

êáé äåí åßíáé áíáãêáßï íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åí ðñïêåéìÝíù éäéáßôåñï óýìâïëï (ð.÷. sol1)

óôçí  áðëïðïßçóç  áõôÞ  ôçò  åêöñÜóåùò  ôçò  ëýóåùò  sol.  ÓõíÞèùò  âÝâáéá  åíþíïõìå  ôéò
äýï ðáñáðÜíù åíôïëÝò óå ìßá ìüíï åíôïëÞ ùò åîÞò:

In[19]:= sol = Simplify@DSolve@eqs, x@tD, tDD
Out[19]= ::xHtL Ø -

g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ v0 t + x0>>

Þ ßóùò áêüìç áðëïýóôåñá

In[20]:= sol = DSolve@eqs, x@tD, tD êê Simplify

Out[20]= ::xHtL Ø -
g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ v0 t + x0>>

ãéá íá äåßîïõìå åðßóçò üôé ç åíôïëÞ DSolve åßíáé ç âáóéêÞ åíôïëÞ, åíþ ç åíôïëÞ Simplify
åßíáé ç äåõôåñåýïõóá åíôïëÞ. (Ãé' áõôü êáé ôç âÜæïõìå óôï ôÝëïò.)

Áò óçìåéùèåß  êáé  óôï óçìåßï áõôü üôé  óôï ðáñüí notebook ÷ñçóéìïðïéåßôáé  ç version 4.1
ôçò Mathematica.  Áí åß÷áìå ðñïçãïýìåíç version (ð.÷.  ôçí version 4.0),  èá Ýðñåðå ðñþôá

íá  ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå  êáé  ôçí  åíôïëÞ  Flatten  óôéò  åîéóþóåéò  ìáò,  þóôå  íá  Ý÷ïõìå  Ýíá

áðëü óýíïëï åîéóþóåùí eqs1 óáí ðñþôï üñéóìá ôçò åíôïëÞò DSolve:

In[21]:= eqs1 = 8de, ics< êê Flatten

Out[21]= 8x££HtL == -g, xH0L == x0, x£H0L == v0<
(Öáßíåôáé üôé óôç version 4.1, ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé åäþ, ôï êáèÞêïí áõôü ôï áíáëáìâÜíåé ç
ßäéá  ç  Mathematica  áõôüìáôá.)  Áóöáëþò  ìðïñïýìå  åýêïëá  íá  ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå  êáé  ôç
óõíèåôüôåñç åíôïëÞ
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In[22]:= sol1 = DSolve@8de, ics< êê Flatten, x@tD, tD êê Simplify

Out[22]= ::xHtL Ø -
g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ v0 t + x0>>

(ôüóï óôç version 4.0 êáé óôéò ðñïçãïýìåíåò versions üóï êáé óôç version 4.1) êáé ðáñáë-
ëáãÝò ôçò åíôïëÞò áõôÞò.

ÔåëéêÜ ç ìåñéêÞ ëýóç (partial solution) ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ðïõ Ý÷ïõìå Ý÷åé ôç
ìïñöÞ

In[23]:= xp@t_D = x@tD ê. solP1T
Out[23]= -

g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ v0 t + x0

Óçìåéþíåôáé  ðÜíôùò  üôé  ôüóï  óôç  ãåíéêÞ  ëýóç  xgHtL  (Þ  xãHtL )  üóï  êáé  óôç  ìåñéêÞ  ëýóç
xpHtL  åìöáíßæïíôáé äýï åðéðëÝïí óýìâïëá ðÝñá áðü ôçí åðéôÜ÷õíóç ôçò âáñýôçôáò g  êáé
ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ (äçëáäÞ ôï ÷ñüíï t ). Ç äéáöïñÜ åßíáé üìùò üôé óôç ìåí ãåíéêÞ
ëýóç xgHtL  ôá äýï áõôÜ óýìâïëá ðáñßóôáíáí áõèáßñåôåò óôáèåñÝò (áêüìç, èåùñçôéêÜ, êáé
ìéãáäéêÝò), åíþ óôç ìåñéêÞ ëýóç xpHtL  (äçëáäÞ óôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí)
ôá óýìâïëá, x0  êáé v0  ðïõ åìöáíßæïíôáé ðáñéóôÜíïõí ôéò óõãêåêñéìÝíåò ôéìÝò ôçò áñ÷éêÞò
èÝóåùò êáé ôçò áñ÷éêÞò ôá÷ýôçôáò áíôßóôïé÷á ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M  óôï ðñüâëçìÜ ìáò.
¼óåò öïñÝò äéáèÝôïõìå áñéèìçôéêÝò ôéìÝò ãéá ôçí áñ÷éêÞ èÝóç êáé ôçí áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá,
ôá  ðñÜãìáôá ãßíïíôáé  ðïëý ðéï óáöÞ,  ãåíéêÜ üìùò ðñÝðåé  íá ïìïëïãçèåß  üôé  ç  äéáöïñÜ
ìåôáîý  ãåíéêÞò  êáé  ìåñéêÞò  ëýóåùò  óôçí  ðåñßðôùóç  ðïõ  ïé  áñ÷éêÝò  óõíèÞêåò  óôçí
ôåëåõôáßá ðáñéóôÜíïíôáé ìå óýìâïëá (êáé ü÷é áðëÜ áñéèìïýò) íáé ìåí åßíáé öõóéêÜ óáöÞò,
áëë'  õðïëïãéóôéêÜ  êÜðùò  äéóäéÜêñéôç.  Ìå  Üëëá  ëüãéá  êáé  óôç  ìåñéêÞ  ëýóç  xpHtL  èá  ìðï-
ñïýóå êÜðïéïò íá åñìçíåýóåé ôá óýìâïëá x0  êáé v0  óáí áõèáßñåôåò óôáèåñÝò îå÷íþíôáò
ôéò  öõóéêÝò  óçìáóßåò  ôïõò  óáí  áñ÷éêÞ  èÝóç  êáé  ôá÷ýôçôá  áíôßóôïé÷á.  ÌåôáôñÝðåé  Ýôóé
óôï íïý ôïõ  ôç  ìåñéêÞ  áõôÞ ëýóç óå ãåíéêÞ ëýóç ÷ùñßò  êáíÝíáí áðïëýôùò õðïëïãéóìü
ðáñÜ ôçí ïõóéþäç äéáöïñÜ ãåíéêÞò êáé ìåñéêÞò ëýóåùò!

ÂÝâáéá ç åðáëÞèåõóç (verification) ôçò ìåñéêÞò ëýóåùò xpHtL  ðïõ âñÝèçêå åßíáé ùöÝëéìç:

In[24]:= ver = eqs ê. x Æ xp

Out[24]= 8True, 8True, True<<
Ôï  ðáñáðÜíù óýíïëï ver  Ý÷åé  äýï óôïé÷åßá  ìå  ôï  ðñþôï  íá  áíáöÝñåôáé  óôç  äéáöïñéêÞ

åîßóùóç de êáé ôï äåýôåñï íá åßíáé êáé áõôü óýíïëï ìå äýï óôïé÷åßá ðïõ íá áíáöÝñïíôáé

óôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ics. ºóùò ëßãï ðéï áðëÜ ôï óýíïëï ver èá ìðïñïýóå íá ãñáöåß

In[25]:= ver1 = eqs1 ê. x Æ xp

Out[25]= 8True, True, True<
ìå ôï ó÷åôéêü áðïôÝëåóìá  ver1  íá åßíáé ôþñá Ýíá óõíçèéóìÝíï óýíïëï ìå ôñßá óôïé÷åßá
(üëá ßóá ìå True êáé ðÜëé) ëüãù ôùí ôñéþí åîéóþóåùí (ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáé ôùí
áñ÷éêþí óõíèçêþí) ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ðïõ åðéëýóáìå.
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2.5. Ðñïóäéïñéóìüò ôçò ìåñéêÞò ëýóåùò áðü ôç ãåíéêÞ 

ÐñÝðåé íá óçìåéùèåß óôï óçìåßï áõôü üôé ðÝñá áðü ôçí ðéï ðÜíù äõíáôüôçôá ôïõ áðåõ-
èåßáò ðñïóäéïñéóìïý ôçò ëýóåùò xpHtL  ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (ìåñéêÞ

ëýóç  ôçò  äéáöïñéêÞò  åîéóþóåùò  de  õðü  ôéò  áñ÷éêÝò  óõíèÞêåò  ics  ìå  Üìåóç  ÷ñÞóç  ôçò

åíôïëÞò DSolve) ìéá Üëëç êáé ôåëéêÜ éóïäýíáìç äõíáôüôçôá ðáñÝ÷åôáé ìå ôç ÷ñÞóç ôçò
ãåíéêÞò ëýóåùò ðïõ Þäç âñÝèçêå

In[26]:= xg@tD
Out[26]= -

g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ k1 t + k2

êáé ôïí êáèïñéóìü ôùí äýï áõèáßñåôùí óôáèåñþí k1,2  ó'  áõôÞ ìå ôç âïÞèåéá  ôùí óõãêå-
êñéìÝíùí áñ÷éêþí óõíèçêþí 

In[27]:= ics

Out[27]= 8xH0L == x0, x£H0L == v0<
Ôüôå ðñïêýðôåé áìÝóùò ôï óýóôçìá ôùí äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí

In[28]:= óýóôçìá = 8xg@0D ä x0, H∂t xg@tD ê. t Æ 0L ä v0<
Out[28]= 8k2 == x0, k1 == v0<
Áõôü  ìÜëéóôá  óôçí  åîáéñåôéêÜ  áðëÞ  ðåñßðôùóÞ  ìáò  äå  ÷ñåéÜæåôáé  éäéáßôåñá  ôçí  åíôïëÞ

Solve,  þóôå  íá  ìáò  äþóåé  ôéò  æçôïýìåíåò  óõãêåêñéìÝíåò  ôéìÝò  ôùí  áñ÷éêÜ  áõèáßñåôùí
óôáèåñþí k1,2 . Ç åíôïëÞ áõôÞ (áðüëõôá ôåôñéììÝíç åí ðñïêåéìÝíù) ðáßñíåé ôçí ìïñöÞ

In[29]:= óôáèåñÝò = Solve@óýóôçìá, 8k1, k2<DP1T
Out[29]= 8k2 Ø x0, k1 Ø v0<
Ôþñá ç ãåíéêÞ ëýóç xgHtL  ìåôáðßðôåé óôç ìåñéêÞ ëýóç xpHtL
In[30]:= 8xp1@t_D = xg@tD ê. óôáèåñÝò, xp1@tD ä xp@tD<
Out[30]= :-

g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ v0 t + x0, True>

ðïõ Ý÷åé Þäç âñåèåß (êáôåõèåßáí ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò DSolve) ðéï ðÜíù. Ç ðñþôç áõ-
ôÞ ìÝèïäïò, äçëáäÞ ÷ùñéóôüò åîáñ÷Þò õðïëïãéóìüò ôçò ìåñéêÞò ëýóåùò xpHtL  (ìÝóù ôçò

åíôïëÞò DSolve), üôáí ç ãåíéêÞ ëýóç xgHtL  åßíáé Þäç ãíùóôÞ, åßíáé ðñïöáíþò õðïëïãéóôé-
êÜ äáðáíçñÞ (ìÝóá óôç Mathematica), áëëÜ ðñáêôéêÜ (ðñïãñáììáôéóôéêÜ) ðïëý ðéï åýêïëç.

Ìðïñåß  íá  óçìåéùèåß  åðßóçò  üôé  áðü  ôç  èÝóç (ôï  ýøïò)  xpHtL  ôïõ  õëéêïý  óçìåßïõ  M  ðïõ
Þäç âñÝèçêå ìðïñïýìå óôç óõíÝ÷åéá Üìåóá (ìå áðëÝò ðáñáãùãßóåéò) íá ðñïóäéïñßóïõìå
ôçí ôá÷ýôçôÜ ôïõ vpHtL  êáèþò êáé ôçí åðéôÜ÷õíóÞ ôïõ  apHtL
In[31]:= 8vp@t_D = ∂t xp@tD, ap@t_D = ∂t vp@tD<
Out[31]= 8v0 - g t, -g<
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Áðü áõôÝò ç ôá÷ýôçôá vpHtL  ìåôáâÜëëåôáé ãñáììéêÜ ìå ôï ÷ñüíï t , åíþ ç åðéôÜ÷õíóç apHtL
åßíáé ðñïöáíþò óôáèåñÞ: apHtL = -g  óôï óõãêåêñéìÝíï ìç÷áíéêü ðñüâëçìÜ ìáò.

2.6. ÃñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò ëýóåùò

Áí èÝëïõìå íá äéáíèßóïõìå êÜðùò ôï êåßìåíï êáé ôïõò õðïëïãéóìïýò ôïõ ðáñüíôïò note-
book ìå ìéá ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ãéá  ôç èÝóç (ôï ýøïò) xpHtL  ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M ,  áõôü

åßíáé åîáéñåôéêÜ åýêïëï ìå ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Plot ãéá óõãêåêñéìÝíåò ôéìÝò ôçò åðéôá÷ýí-
óåùò ôçò âáñýôçôáò g  êáé ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí x0  êáé v0 . Áõôü öáßíåôáé êáé óôï ó÷Þìá:

In[32]:= Plot@xp@tD ê. 8g Æ 9.81, x0 Æ 20, v0 Æ 0<, 8t, 0, 2<D;

0.5 1 1.5 2
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Ìðïñïýí áóöáëþò íá ãßíïõí äéÜöïñåò öõóéêÝò êáé åýëïãåò ðáñáôçñÞóåéò áðü ôï ó÷Þìá
áõôü, ð.÷. üôé ôï õëéêü óçìåßï M  êéíåßôáé ìå ïëïÝíá áõîáíüìåíç ôá÷ýôçôá ðñïò ôç ãç Ý÷ï-
íôáò  îåêéíÞóåé  (áðü  ôç  èÝóç  x0 = 20)  áðü  êáôÜóôáóç  çñåìßáò.  Ðáñáôçñåßôáé  åðßóçò  üôé
ìåôÜ ôçí ðÜñïäï ðåñßðïõ 2 sec ôï õëéêü óçìåßï Ý÷åé ó÷åäüí öèÜóåé óôçí åðéöÜíåéá ôçò
ãçò, ðñÜãìá ðñïöáíÝò. 

Óå  ìéá  ðéï  åðßóçìç  ðáñïõóßáóç  ôçò  ëýóåùò  áõôïý  ôïõ  ðñïâëÞìáôïò  áñ÷éêþí  ôéìþí  ôï
ðáñáðÜíù ó÷Þìá èá ìðïñïýóå íá ãßíåé ðåñéóóüôåñï óáöÝò êáé åíôõðùóéáêü ùò åîÞò:

In[33]:= Plot@xp@tD ê. 8g Æ 9.81, x0 Æ 20, v0 Æ 0<, 8t, 0, 2<,
DefaultFont Æ 8"MgHelvetia", 14<, ImageSize Æ 355,
AxesLabel Æ 8"xñüíïò t", "èÝóç x"<, PlotStyle Æ 8Thickness@0.015D<,
PlotLabel Æ FontForm@" ÅËÅÕÈÅÑÇ ÐÔÙÓÇ", 8"MgHelvetia", 18<DD;

0.5 1 1.5 2
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èÝóç x ÅËÅÕÈÅÑÇ ÐÔÙÓÇ
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Åäþ êáèïñßóèçêáí ç ãñáììáôïóåéñÜ, ç MgHelvetia (óå äýï äéáöïñåôéêÜ ìåãÝèç), ï ôßôëïò,
ïé  Üîïíåò  êáé  ôï  ðÜ÷ïò  ôçò  ãñáöéêÞò  ðáñáóôÜóåùò.  Ôï  ßäéï  ó÷Þìá  ìðïñåß  íá  ãßíåé  êáé
ðïëý ðåñéóóüôåñï ëåðôïìåñÝò êáé åíôõðùóéáêü áðü ôïí áöïóéùìÝíï êáé Ýìðåéñï ÷ñÞóôç
ôçò  Mathematica  (ðïõ  óßãïõñá  äåí  åßíáé  ï  ãñÜöùí).  Ðáñáäåßãìáôïò  ÷Üñç,  ìðïñïýìå  íá
åéóáãÜãïõìå  ÷ñþìá,  íá  ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå  Üëëåò  ðéï  êáôÜëëçëåò  ãñáììáôïóåéñÝò,  êëð.,
êëð. Ïé ó÷åôéêÝò ëåðôïìÝñåéåò îåöåýãïõí áðü ôïõò óôü÷ïõò ôïõ ðáñüíôïò notebook.

2.7. Ç ìÝèïäïò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò

ÅðéóôñÝöïíôáò  óôï  êýñéï,  óôï  ìáèçìáôéêü  ìÝñïò  ôïõ ðáñüíôïò  ðñïâëÞìáôïò,  ìðïñïýìå
áóöáëþò  íá  óçìåéþóïõìå  êáé  ôç  äõíáôüôçôá  åðéëýóåùò  ôçò áñ÷éêÞò  äéáöïñéêÞò  åîéóþ-

óåùò de ìå ôçí êëáóéêÞ ìÝèïäï åðéëýóåùò ìç ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóå-
ùí.  Ðéï óõãêåêñéìÝíá ôï ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìü ôçò pHìL  ðáßñíåé  åí ðñïêåéìÝíù ôçí
ôåôñéììÝíç ìïñöÞ pHìL = ì2 ìå äéðëÞ ñßæá ôï ìçäÝí, ç áíôßóôïé÷ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç
åßíáé ì2 = 0. ¢ñá ç ãåíéêÞ ëýóç xhHtL  ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò 

In[34]:= deh = deP1T ä 0

Out[34]= x££HtL == 0

åßíáé áðëÜ ôçò ìïñöÞò  

In[35]:= xh@t_D := k1 t + k2

ìå ìåñéêÞ ëýóç (partial solution) xsHtL  ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò de ð.÷. ôçí 

In[36]:= xs@t_D := -
1
ÄÄÄÄÄÄ
2

 g t2

ç ïðïßá åßíáé ç áðëïýóôåñç äõíáôÞ.  ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç xgenHtL  ôçò äéáöïñéêÞò åîé-

óþóåùò de èá åßíáé ôï Üèñïéóìá

In[37]:= xgen@t_D = xh@tD + xs@tD
Out[37]= -

g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ k1 t + k2

óå áðüëõôç óõìöùíßá ìå üóá Þäç âñÝèçêáí

In[38]:= ver2 = xgen@tD ä xg@tD
Out[38]= True

2.8. H ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace

Ðñï÷ùñþíôáò óôï ðáñüí ðïëý áðëü notebook ôçò Mathematica,  èá  ðñÝðåé  áóöáëþò íá
áíáöÝñïõìå  êáé  ôç  äõíáôüôçôá  åðéëýóåùò  ôïõ  ðáñüíôïò  óôïé÷åéþäïõò  ðñïâëÞìáôïò
ÊéíçìáôéêÞò-ÄõíáìéêÞò  ìå  ôçí  êëáóéêÞ  ðéá  ìÝèïäï  ôïõ  ìåôáó÷çìáôéóìïý  Laplace.  Áõôüò
åßíáé  Ýíáò  ðïëý  ãíùóôüò  ïëïêëçñùôéêüò  ìåôáó÷çìáôéóìüò,  éäéáßôåñá  ÷ñÞóéìïò  ãéá  ôçí
åðßëõóç ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. Ç ó÷åôéêÞ åíôïëÞ

ôçò Mathematica åßíáé ç åíôïëÞ  LaplaceTransform. 

228 ΕΛΕΥΘΕΡΗ ΠΤΩΣΗ Notebook ΕΝ-ΕΜΙΙ-Fall



Ìåôáó÷çìáôßæïõìå åðïìÝíùò ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç de êáôÜ Laplace (åííïåßôáé êáé ôá äýï
ìÝëç ôçò ôáõôü÷ñïíá). ¸ôóé ðñïêýðôåé

In[39]:= lt1 = LaplaceTransform@de, t, sD
Out[39]= LaplaceTransform@xHtL, t, sD s2 - xH0L s - x£H0L == -

g
ÅÅÅÅÅÅ
s

Ç  íÝá  áõôÞ  åîßóùóç  lt1  åßíáé  ðéá  êáèáñÜ  áëãåâñéêÞ  (÷ùñßò  ðáñáãþãïõò  ðëÝïí),  ìå  ìå-
ôáâëçôÞ ôï s  (ü÷é ðéá ôï ÷ñüíï t ) êáé ìå Üãíùóôç áõíÜñôçóç ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace
XHsL = L 8xHtL<  ôçò èÝóåùò xHtL  ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M .  Åßíáé  åðßóçò ðñþôïõ âáèìïý. ¢ñá ç
åðßëõóÞ ôçò åßíáé ðëÞñùò ôåôñéììÝíç. ¸÷ïõìå åðïìÝíùò ôç ëýóç

In[40]:= sol2 = Solve@lt1, LaplaceTransform@x@tD, t, sDD
Out[40]= ::LaplaceTransform@xHtL, t, sD Ø

- gÅÅÅÅÅs + s xH0L + x£H0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

s2 >>
ÁðïìÝíåé  ôþñá  ç  åýñåóç  ôïõ  áíôßóôñïöïõ  ìåôáó÷çìáôéóìïý  Laplace  (ìå  ôç  ÷ñÞóç  ôçò

åíôïëÞò InverseLaplaceTransform) ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò èÝóåùò xHtL  ôïõ õëéêïý óç-
ìåßïõ  M  áðü  ôï  ìåôáó÷çìáôéóìü  Laplace  ôçò  XHsL (äçëáäÞ  ìå  åðéóôñïöÞ  óôï  ÷ñüíï  t ).
¢ñá Ý÷ïõìå Üìåóá

In[41]:= xL@t_D = InverseLaplaceTransform@sol2P1, 1, 2T, s, tD
Out[41]= -

g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ x£H0L t + xH0L

ãéá ôç ëýóç áõôÞ xLHtL   (ìå ôï äåßêôç áöéåñùìÝíï óôï áñ÷éêü ãñÜììá L ôïõ ìåôáó÷çìáôé-

óìïý  Laplace  ðïõ  Þäç  ÷ñçóéìïðïéÞóáìå).  ÂñÞêáìå  êáé  ðÜëé  ïõóéáóôéêÜ  ôçí  ßäéá  áêñéâþò
ëýóç óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóÞ ìáò:

In[42]:= ver3 = xL@tD ä xp@tD ê. 8x@0D Æ x0, x '@0D Æ v0<
Out[42]= True

ìå ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò xH0L  êáé x ' H0L  áõèáßñåôåò (óáí íá Þóáí, áí êáé äåí åßíáé, ôõ÷áßåò
óôáèåñÝò)  Þ  ìå  äåäïìÝíåò áñ÷éêÝò  ôéìÝò  x0  êáé  v0  áíôßóôïé÷á  áíÜëïãá  ìå  ôçí  åñìçíåßá
ðïõ äßíåé óôç ëýóç áõôÞ ï ÷ñÞóôçò ôçò ìåèüäïõ. Ãéá íá åßìáóôå ëßãï ðéï äßêáéïé, ç åñìç-
íåßá ôùí äåäïìÝíùí áñ÷éêþí óõíèçêþí öáßíåôáé ðïëý ðéï ëïãéêÞ (éäßùò üôáí ÷ñçóéìïðïé-
ïýìå ôïí ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace, üðïõ áõôÝò äçëþíïíôáé ñçôÜ: xH0L  êáé x ' H0L ) êáé åßíáé ç
åðéêñáôïýóá. ÅðïìÝíùò óýìöùíá ìå ôçí åñìçíåßá áõôÞ ç óõíÜñôçóç xLHtL  áðïôåëåß ìÜë-

ëïí ôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí eqs =  8de, ics<  ðïõ Ý÷ïõìå ðáñÜ ôç ãåíéêÞ

ëýóç ôçò áñ÷éêÞò  äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò de Ýóôù êáé  ìå ôéò  ðáñïýóåò óõìâïëéêÝò ôéìÝò

ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí (initial conditions) ics.

Ìðïñïýìå åðßóçò íá  ôñïðïðïéÞóïõìå ëßãï ôçí ðáñáðÜíù ëýóç.  Êáôáñ÷Þí ìðïñïýìå íá

äçëþóïõìå  ñçôÜ  óôçí  áëãåâñéêÞ  åîßóùóç  lt1  ôï  ìåôáó÷çìáôéóìü  Laplace  XHsL = L 8xHtL<
ôçò ëýóåùò xHtL  ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò de ðïõ æçôÜìå íá ðñïóäéïñßóïõìå. Ôüôå áõôÞ
ðáßñíåé ôçí ðéï áðëÞ êáé åõáíÜãíùóôç ìïñöÞ
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In[43]:= lt2 = LaplaceTransform@de, t, sD ê. LaplaceTransform@x@tD, t, sD Æ X@sD
Out[43]= XHsL s2 - xH0L s - x£H0L == -

g
ÅÅÅÅÅÅ
s

Ç ìïñöÞ áõôÞ ôçò áëãåâñéêÞò åîéóþóåþò ìáò ìðïñåß íá ãßíåé óáöÝóôåñç ìå ôçí ñçôÞ äÞ-

ëùóç êáé ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí ics, äçëáäÞ xH0L = x0  êáé x ' H0L = v0 , ùò åîÞò:

In[44]:= lt3 = lt2 ê. 8x@0D Æ x0, x'@0D Æ v0<
Out[44]= XHsL s2 - x0 s - v0 == -

g
ÅÅÅÅÅÅ
s

Ëýíïíôáò ôþñá ùò ðñïò XHsL , âñßóêïõìå

In[45]:= sol3 = Solve@lt3, X@sDD
Out[45]= ::XHsL Ø

- gÅÅÅÅÅs + v0 + s x0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

s2 >>
êáé ôåëéêÜ ãéá ôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ðïõ æçôïýìå (ìåñéêÞ ëýóç ôçò äéá-

öïñéêÞò åîéóþóåùò de)

In[46]:= xLp@t_D = InverseLaplaceTransform@sol3P1, 1, 2T, s, tD
Out[46]= -

g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ v0 t + x0

áðïëýôùò áíÜëïãá ìå ðñïçãïõìÝíùò, ãéáôß ðñïöáíþò 

In[47]:= ver4 = xp@tD ä xLp@tD
Out[47]= True

Áóöáëþò ôá äýï ôåëåõôáßá âÞìáôá ôçò ëýóåùò ìðïñïýí íá óõíäõáóèïýí åðßóçò óå Ýíá 

In[48]:= xLp@t_D = InverseLaplaceTransform@Solve@lt3, X@sDDP1, 1, 2T, s, tD
Out[48]= -

g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ v0 t + x0

ãéá ôçí åýñåóç ôçò ëýóåùò ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ðïõ æçôÜìå. Óçìåéþíåôáé ôÝ-

ëïò üôé, åðåéäÞ ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ics åßíáé Þäç ãíùóôÝò

In[49]:= ics

Out[49]= 8xH0L == x0, x£H0L == v0<
ç  åíôïëÞ  åõñÝóåùò  ôçò  ôåëéêÞò  áëãåâñéêÞò  åîéóþóåùò  (ðñùôïâÜèìéïõ  ðïëõùíýìïõ  lt3
ùò ðñïò XHsL ) èá ìðïñïýóå íá åß÷å êáé ôçí åîÞò åíáëëáêôéêÞ áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ: 

In[50]:= lt3 = lt2 ê. Hics ê. Equal Æ RuleL
Out[50]= XHsL s2 - x0 s - v0 == -

g
ÅÅÅÅÅÅ
s
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ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ANIMATIONS
ÔÏÕ ÐÏËÉÔÉÊÏÕ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕ

Óôéò åðüìåíåò óåëßäåò ðáñáôßèåíôáé äýï åöáñìïóìÝíá notebooks ôçò Mathematica ãéá anima-
tions, äçëáäÞ ãéá ôç äçìéïõñãßá êéíÞóåùòóå ó÷Þìáôá (Þ êéíïýìåíùíó÷çìÜôùí). ÁõôÜ ôánotebooks
ãéá animations ìáò äåß÷íïõí ðþò ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç Mathematica ãéá ôç äçìéïõñãßá ani-
mations. Ôá ôåëéêÜ áñ÷åßá ðïõ äçìéïõñãåß ç Mathematica åßíáé áñ÷åßá ôýðïõ animated gif. ÁõôÜ
ìðïñïýí åýêïëá íá åìöáíéóèïýí óáí êéíïýìåíá ó÷Þìáôá óôçí ïèüíç ôïõ õðïëïãéóôÞ ìÝóù ôùí
Windows. ÕðÜñ÷åé åðßóçò êáé ç äõíáôüôçôá íá áíáñôçèïýí óôï äéáäßêôõï (internet) ãéá áíÜëïãç
åìöÜíéóç óå ïðïéïäÞðïôå õðïëïãéóôÞ óõíäåäåìÝíï óôï äéáäßêôõï.

Ôá äýï áõôÜ notebooks áöïñïýí óå åöáñìïãÝò ðïõ ó÷åôßæïíôáé Üìåóá ìå ôçí ÅðéóôÞìç ôïõ
Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý êáé åéäéêüôåñá ìå ôéò Ôáëáíôþóåéò: åäþ åíüò ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìÜæáò--
åëáôçñßïõ êáé åíüò ìïíþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ äéáôìÞóåùò. Âáóßæïíôáé óôá áðïôåëÝóìáôá ôçò
åðéëýóåùò ôùí ó÷åôéêþí óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. ÁõôÜ ôá äýï notebooks åßíáé ôá åîÞò:

• ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ANIMATIONS
1. Notebook ãéáAnimations: Animations--MassSpringVibrations: Eëåýèåñåò ÔáëáíôþóåéòÌç-

÷áíéêïý ÓõóôÞìáôïò ÌÜæáò--Åëáôçñßïõ (8 óåëßäåò)

Ðåñßëçøç ôïõ notebook: Óôï notebook áõôü ìÝóù ôçò ÷ñÞóåùò animations (êéíÞóåùò óå
ó÷Þìáôá, êéíïýìåíùí ó÷çìÜôùí) åîåôÜæåôáé ôï ðïëý åíäéáöÝñïí öáéíüìåíï ôùí åëåýèåñùí
ôáëáíôþóåùí ôïõ êëáóéêïý ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ ìå éäéï-
óõ÷íüôçôáù0. Ðñþôá áíáöÝñåôáé ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé ðñïóäéïñßæåôáé ç ãåíéêÞ
ëýóç ôçò. Óôç óõíÝ÷åéá ðñïóôßèåíôáé êáé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (áñ÷éêÞ èÝóç êáé áñ÷éêÞ ôá÷ý-
ôçôá ôïõ õëéêïý óçìåßïõ) êáé îáíáëýíåôáé ç ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç
ôçò ëýóåùò óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ìçäåíéêÞò áñ÷éêÞò èÝóåùò. ÌåôÜ ôï åéóáãùãéêü áõôü ìÝ-
ñïò áêïëïõèåß ôï êýñéï ìÝñïò ôïõ notebook. Áõôü ðåñéëáìâÜíåé ôç ó÷åäßáóç ôïõ åëáôçñßïõ,
ôçò óôåñåþóåùò ôïõ áñéóôåñïý Üêñïõ ôïõ êáé ôçò ìÜæáò óôï äåîéü Üêñï ôïõ ìå ôï åëáôÞñéï
êáé ôç ìÜæá óáí óõíáñôÞóåéò ôïõ ÷ñüíïõ t. ¼ëá áõôÜ ìáæß äçìéïõñãïýí ôï ó÷åôéêü ó÷Þìá
(êé áõôü âÝâáéá óáí óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ t) ðïõ ó÷åäéÜæåôáé ãéá éäéïóõ÷íüôçôá ù0 = 1
(äçëáäÞ ãéá ðåñßïäï Ô = 2ð) óå ìéá áêïëïõèßá ó÷çìÜôùí áðü t = 0 ìÝ÷ñé êáé t = 2ð− (ð/ 8)
áíÜ ð/ 8. Äçìéïõñãïýìå Ýôóé 16 ó÷Þìáôá ðïõ äåß÷íïõí ðïéá áêñéâþò ìïñöÞ ðáßñíåé ôï ìç-
÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ ðïõ åîåôÜæïõìå (åííïåßôáé ãéá ôéò ôéìÝò ôùí óôáèåñþí
ðïõ åðéëÝîáìå). Ôá ó÷Þìáôá áõôÜ ðáñïõóéÜæïíôáé åäþ óôï ÷áñôß. Óôïí õðïëïãéóôÞ üìùò
ìå âÜóç ôá ó÷Þìáôá áõôÜ äçìéïõñãåßôáé Üìåóá ç ó÷åôéêÞ animation (ôï ó÷åôéêü êéíïýìåíï
ó÷Þìá) ðÜíù óôçí ïèüíç ãéá ôéò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ôïõ ðáñüíôïò ìç÷áíéêïý óõóôÞ-
ìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ. Ôçí animation áõôÞ ìðïñïýìå Üìåóá íá ôçí «åîáãÜãïõìå» áðü ôç
Mathematica êáé íá ôçí êÜíïõìå áðüëõôá áíåîÜñôçôç áðü áõôÞ ó’ Ýíá áñ÷åßï gif. Áõôü ìðï-
ñåß íá åßíáé äéáèÝóéìï ïðïõäÞðïôå ÷ùñßò íá Ý÷åé áíÜãêç ôç äéáèåóéìüôçôá ôçò Mathematica.
Óôçí åðüìåíç åíüôçôá ôïõ notebook ôá áðïôåëÝóìáôá áõôÜ ãåíéêåýïíôáé óôçí ðåñßðôùóç
õðÜñîåùò êáé áðïóâÝóåùò ìå ëüãï áðïóâÝóåùò î = 0.2 îáíÜ ãéáù0 = 1. Ôþñá üìùò ìå ôçí
áðüóâåóç ôùí ôáëáíôþóåùí ôï öáéíüìåíï äåí åßíáé ðéá ðåñéïäéêü, áëëÜ óâÞíåé ëßãï--ëßãï
ìå ôï ÷ñüíï. Ôï åíäéáöÝñïí ðÜíôùò åßíáé üôé êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò ôáëáíôþóåùí (ôüóï
÷ùñßò áðüóâåóç üóï êáé ìå áðüóâåóç) Ý÷ïõìå ìéá ðëÞñç åéêüíá ôïõ óõóôÞìáôïò ìÜæáò--
åëáôçñßïõ ðáñüìïéá ìå ôï ðñáãìáôéêü ìç÷áíéêü óýóôçìá óå êßíçóç (ôï êéíïýìåíï ó÷Þìá).
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2. Notebook ãéá Animations: Animations--BuildingVibrations: Ôáëáíôþóåéò Ìïíþñïöïõ Êôé-
ñßïõ (20 óåëßäåò)

Ðåñßëçøç ôïõ notebook: Óáí óõíÝ÷åéá ôïõ ðñïçãïýìåíïõ notebook óôï notebook áõôü êáé
ðÜëé ìÝóù ôçò ÷ñÞóåùò animations (êéíÞóåùò óå ó÷Þìáôá, êéíïýìåíùí ó÷çìÜôùí) åîåôÜæå-
ôáé ôï áêüìç ðéï åíäéáöÝñïí ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü öáéíüìåíï ôùí ôáëáíôþóåùí åíüò
ìïíþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ äéáôìÞóåùò ìå äýï õðïóôõëþìáôá. Êáô’ áñ÷Þí óôï ðñüâëçìá
áõôü ëýíåôáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò óõíÞèïõò äïêïý ãéá Ýíá õðïóôýëùìá ðáêôùìÝíï
óôá äýï Üêñá ôïõ, áëë’ åðéôñÝðïíôáò êÜèåôåò ìåôáôïðßóåéò óôá Üêñá áõôÜ êáé ü÷é ìå âÜóç
ôçí êëáóéêÞ ðÜêôùóç. Áõôü áêñéâþò óõìâáßíåé óôá õðïóôõëþìáôá ôïõ ìïíþñïöïõ êôéñßïõ
ðïõ åîåôÜæåôáé åäþ. Óôç óõíÝ÷åéá ëýíïíôáé ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ãéá ôéò ôáëáíôþóåéò ôçò
ðëÜêáò ôïõ ìïíþñïöïõ êôéñßïõ ðñþôá ãéá åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò êáé ìåôÜ êáé ãéá ôáëá-
íôþóåéò ðïõ ïöåßëïíôáé óå çìéôïíéêÞ êßíçóç ôïõ åäÜöïõò, ð.÷. óå Ýíáí õðåñáðëïðïéçìÝíï
óåéóìü. Èåùñïýíôáé êáé ïé äýï ðåñéðôþóåéò õðÜñîåùò êáé ìç õðÜñîåùò áðïóâÝóåùò. ÔÝ-
ëïò èåùñåßôáé êáé ç åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ óõíôïíéóìïý, üðïõ ç óõ÷íüôçôá ôçò ðáñïýóáò
õðåñáðëïðïéçìÝíçò óåéóìéêÞò êáôáðïíÞóåùò óõìðßðôåé ìå ôçí éäéïóõ÷íüôçôá ôïõ ìïíþ-
ñïöïõ êôéñßïõ. ÌåôÜ ôï åéóáãùãéêü áõôü ìÝñïò ìå ôéò åðéëýóåéò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
áêïëïõèåß ôï êýñéï ìÝñïò ôïõ notebook ìå ôéò animations. Ó’ áõôü áíÜëïãá êáé ìå ôï ðñïç-
ãïýìåíï notebook äçìéïõñãïýíôáé ïé ó÷åôéêÝò animations ðïõ äåß÷íïõí ðþò áêñéâþò êéíåßôáé
ôï ðáñüí ìïíþñïöï éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò. (á) Ðñþôá ãéá åëåýèåñç ôáëÜíôùóç ÷ùñßò
áðüóâåóç êáé ÷ùñßò óåéóìéêÞ öüñôéóç. (â) ÌåôÜ ãéá ôáëÜíôùóç ðïõ ïöåßëåôáé óå çìéôïíéêÞ
óåéóìéêÞ öüñôéóç (ìå êßíçóç åäþ êáé ôïõ åäÜöïõò, ü÷é ìüíï ôçò ðëÜêáò ôïõ êôéñßïõ) êáé ðÜëé
÷ùñßò áðüóâåóç. (ã) Óôç óõíÝ÷åéá ãéá üìïéá óåéóìéêÞ öüñôéóç, áëëÜ ôþñá êáé ìå óõíôïíé-
óìü. (ä) ÔÝëïò ãéá åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò óåéóìéêÞ öüñôéóç, áëëÜ ìå áðüóâåóç. Åßíáé
ðñïöáíÝò üôé ïé äýï ðñþôåò áðü ôéò animations áõôÝò áöïñïýí óå ðåñéïäéêÜ öáéíüìåíá,
åíþ ïé äýï ôåëåõôáßåò (áõôÝò ìå óõíôïíéóìü êáé ìå áðüóâåóç áíôßóôïé÷á) óå ìç ðåñéïäéêÜ.
Åäþ âÝâáéá üëá ôá ó÷åôéêÜ ó÷Þìáôá ðïõ ðáñéóôÜíïõí ôï ìïíþñïöï êôßñéï (Ýäáöïò, õðï-
óôõëþìáôá êáé ðëÜêá) ðáñïõóéÜæïíôáé, üðùò áêñéâþò êáé óôï ðñïçãïýìåíï notebook, óôï
÷áñôß. Óôïí õðïëïãéóôÞ üìùò ìå âÜóç ôá ó÷Þìáôá áõôÜ äçìéïõñãïýíôáé Üìåóá ïé ó÷åôéêÝò
animations (ôá ó÷åôéêÜ êéíïýìåíá ó÷Þìáôá) ðÜíù óôçí ïèüíç ãéá ôéò ôáëáíôþóåéò ðïõ áíá-
öÝñáìå ôïõ ðáñüíôïò ìïíþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ äéáôìÞóåùò. Ôéò animations áõôÝò ìðï-
ñïýìå (üðùò êáé ðñéí) Üìåóá íá ôéò «åîáãÜãïõìå» áðü ôç Mathematica êáé íá ôéò êÜíïõìå
áðüëõôá áíåîÜñôçôåò áðü áõôÞ óå áñ÷åßá gif (åäþ äçìéïõñãïýìå ôÝóóåñá ó÷åôéêÜ áñ÷åßá).
ÁõôÜ ìðïñïýí íá åßíáé äéáèÝóéìá ïðïõäÞðïôå ÷ùñßò íá Ý÷ïõí áíÜãêç ôç äéáèåóéìüôçôá ôçò
Mathematica. Êáé óôéò ôÝóóåñéò ðåñéðôþóåéò ðïõ åîåôÜóáìå Ý÷ïõìå ìéá ðëÞñç êáé áñêåôÜ
áêñéâÞ åéêüíá ôïõ êôéñßïõ ðïõ ôáëáíôþíåôáé ðáñüìïéá ìå ôï áíôßóôïé÷ï ðñáãìáôéêü êôßñéï.

Ç ðáñïõóßá åäþ áõôþí ôùí äýï notebooks ãéá animations (êßíçóç óå ó÷Þìáôá, êéíïýìåíá
ó÷Þìáôá) åëðßæåôáé üôé èá åðéôñÝøåé ôç ÷ñÞóç ôùí animations ìÝóù ôçò Mathematica áðü ôï
öïéôçôÞ/ôç öïéôÞôñéá Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ãéá ôçí ðñïåôïéìáóßá êáé ôùí äéêþí ôïõ/ôùí äéêþí
ôçò animations óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ êáé óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý
ãåíéêüôåñá. Ïé animations ðñïóöÝñïõí ìéá èáõìÜóéá äõíáôüôçôá ïðôéêÞò êáôáíïÞóåùò åíüò
öáéíïìÝíïõ óõíÞèùò (ü÷é üìùò êáé êáô’ áíÜãêç) äõíáìéêïý.

Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ ç Mathematica ðñïóöÝñåé ôç äõíáôüôçôá åêôåëÝóåùò ôùí áíáëõôéêþí
êáé áñéèìçôéêþí õðïëïãéóìþí ðïõ áðáéôïýíôáé óå Ýíá ðñüâëçìá, áëëÜ êáé ôçò äçìéïõñãßáò ôçò
animation ãéá ôï «æùíôÜíåìá» ôùí ôåëéêþí áðïôåëåóìÜôùí. Ôá ðáñüíôá äýï notebooks ãéá anima-
tions áðïôåëïýí ðáñáäåßãìáôá ôçò ó÷åôéêÞò äéáäéêáóßáò. ÁõôÞ îåêéíÜåé áðü ôïõò õðïëïãéóìïýò
(áíáëõôéêïýò êáé áñéèìçôéêïýò), ðñï÷ùñÜåé óôéò áíáãêáßåò ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ðïõ èá åíóù-
ìáôùèïýí óôçí animation êáé öèÜíåé ôÝëïò óôç äçìéïõñãßá ôïõ ó÷åôéêïý ìå ôçí animation áñ÷åßïõ
ôýðïõ gif, êáëýôåñá animated gif. Áõôü ìÜëéóôá ôï áñ÷åßï åßíáé åíôåëþò áíåîÜñôçôï áðü ôçMathe-
maticaðïõ, üðùò áíáöÝñèçêå, äå ÷ñåéÜæåôáé êáèüëïõ ãéá ôçí åìöÜíéóç ôïõ áñ÷åßïõ gif óôçí ïèüíç
ôïõ õðïëïãéóôÞ. Ç äéáèåóéìüôçôá ôïõ ëåéôïõñãéêïý óõóôÞìáôïò, óõíÞèùò ôùí Windows, áñêåß!



ÅËÅÕÈÅÑÅÓ ÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕ ÓÕÓÔÇÌÁÔÏÓ 

ÌÁÆÁÓ–ÅËÁÔÇÑÉÏÕ 

Óôï notebook áõôü åîåôÜæïõìå ôï ãíùóôü ìáò ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ (ìÜæáò m )

êáé åëáôçñßïõ (óôáèåñÜò k ) óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò öõóéêÜ öüñôéóç Þ åîùôåñéêÞ äýíáìç p (t )

êáé  áñ÷éêÜ ÷ùñßò áðüóâåóç.  Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç ìåôáôüðéóç u (t  )

ôïõ õëéêïý óçìåßïõ (ôçò ìÜæáò m ) ùò ðñïò ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ u = 0 äßíåôáé óôç ìåèåðüìåíç åíôï-

ëÞ. (Ç ðñþôç ðéï êÜôù åíôïëÞ áöïñÜ áðëÜ óôç ìç åìöÜíéóç ïñéóìÝíùí ðéèáíþí ïñèïãñáöéêþí ëáèþí.)

In[1]:= Off General::spell1

In[2]:= MassSpringODE u'' t 02 u t 0

Out[2]=

ìå  ù0 k m ôç  ó÷åôéêÞ  éäéïóõ÷íüôçôá  (Þ  öõóéêÞ  óõ÷íüôçôá,  åííïåßôáé  ãéá  ôïí  Ðïëéôéêü  Ìç÷áíéêü

öõóéêÞ êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá). Ç ãåíéêÞ ëýóç áõôÞò ôçò ãñáììéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò åßíáé 

In[3]:= GeneralSolution DSolve MassSpringODE, u t , t

Out[3]=

êáé ç áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç åßíáé

In[4]:= ug t_ GeneralSolution 1, 1, 2

Out[4]=

üðùò Þäç ãíùñßæïõìå êáé ìðïñïýìå ìÜëéóôá íá åðáëçèåýóïõìå 

In[5]:= verg MassSpringODE . u ug Simplify

Out[5]=

Èåùñïýìå ôþñá êáé ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (initial conditions), áñ÷éêÞ èÝóç êáé áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá, ãéá t = 0:

In[6]:= InitialConditions u 0 u0, u' 0 v0 ;

Ôþñá âñßóêïõìå åýêïëá ôç ó÷åôéêÞ ìåñéêÞ ëýóç (Þ åéäéêÞ ëýóç) êáèþò êáé ôçí áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç  

In[7]:= PartialSolution DSolve MassSpringODE, InitialConditions , u t , t

Out[7]=



In[8]:= up t_ PartialSolution 1, 1, 2 Apart

Out[8]=

ðïõ êé áõôÞ åðáëçèåýåôáé ôüóï ùò ðñïò ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç üóï êáé ùò ðñïò ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò 

In[9]:= verp MassSpringODE, InitialConditions . u up Simplify

Out[9]=

Ãéá ôéò óõãêåêñéìÝíåò ôéìÝò 

In[10]:= values 0 1, u0 0, v0 10 ;

ç ëýóç ìáò ðáßñíåé ôþñá ôçí áêüëïõèç ðÜñá ðïëý áðëÞ ìïñöÞ (ðñüêåéôáé ãéá çìéôïíéêÞ óõíÜñôçóç):

In[11]:= uv t_ up t . values

Out[11]=

Íá êáé ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò ëýóåùò áõôÞò óôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá [0, 7ð ]. 

In[12]:= Plot uv t , t, 0, 7 , PlotStyle Thickness 0.01 , PlotRange 10, 10 ,

AxesLabel "u", "" , PlotLabel " ",

DefaultFont "Arial Bold", 12 , Frame True, ImageSize 360 ;

Èá  ðñï÷ùñÞóïõìå  ôþñá  óôç  äçìéïõñãßá  ôçò  animation  (åíüò  ó÷Þìáôïò  ðïõ  êéíåßôáé,  åíüò  êéíïýìåíïõ

ó÷Þìáôïò)  ãéá  ôï  ßäéï  áêñéâþò ðñüâëçìá  êáé  ìå  ôéò  ßäéåò  ôéìÝò  values  ôùí  óôáèåñþí.   Ðñïò ôï  óêïðü

áõôü  õðïèÝôïõìå  ôï  åëáôÞñéï  ìÞêïõò  L  =  20  (óå  cm).  Ôï  áñéóôåñü  Üêñï  ôïõ  åëáôçñßïõ  åßíáé  öõóéêÜ

óôåñåùìÝíï,  åíþ ôï äåîéü  Üêñï  ôïõ åßíáé  óõíäåäåìÝíï ìå ôç ìÜæá  m.   Õðü  áõôÝò ôéò  óõíèÞêåò ç èÝóç

xv t  ôçò  ìÜæáò  m  ùò  ðñïò  ôçí  áñ÷Þ  x  =  0  ôïõ  Üîïíá  x  êáé  ç  ìåôáôüðéóÞ  ôçò  uv t ùò  ðñïò  ôç  èÝóç

éóïññïðßáò ôçò äéáöÝñïõí êáôÜ ôï ìÞêïò L = 20 ôïõ åëáôçñßïõ. ÓõãêåêñéìÝíá

In[13]:= L 20; xv t_ : L uv t

ÐñÝðåé ôþñá íá ó÷åäéÜóïõìå ôï åëáôÞñéï. Áõôü ôï ðåôõ÷áßíïõìå îåêéíþíôáò ìå ôçí åíôïëÞ êáèïñéóìïý

ôùí ãùíéáêþí óçìåßùí ôïõ (ôùí êïñõöþí ôùí ãùíéþí ôïõ) óå ëßóôá



In[14]:= Spring1 t_ : Table 2 k 1 40 xv t , 0.1 1 1 k , k, 1, 20 Expand N;

Óôç óõíÝ÷åéá ðñïóèÝôïõìå (áðü áñéóôåñÜ) óôç ëßóôá áõôÞ ôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ åëáôçñßïõ [0, 0.1]

In[15]:= Spring2 t_ : Prepend Spring1 t , 0, 0.1

êáé óôï ôÝëïò ðñïóèÝôïõìå (áðü äåîéÜ, óáí ôåëåõôáßï óôïé÷åßï ôçò ëßóôáò) êáé ôï äåîéü Üêñï ôïõ ßäéïõ

åëáôçñßïõ  (xv t , 0.1).  Ôþñá  âñßóêïõìå  åýêïëá  ôç  ó÷åôéêÞ  ìåñéêÞ  (Þ  åéäéêÞ)  ëýóç  êáé  ôçí  áíôßóôïé÷ç

óõíÜñôçóç, ðïõ ìåôáêéíåßôáé âÝâáéá ìáæß ìå ôç ìÜæá m. Ðñïêýðôåé Ýôóé ç ôåëéêÞ ëßóôá 

In[16]:= Spring t_ : Append Spring2 t , xv t , 0.1 ; Spring t OutputForm

Out[16]//OutputForm=

{{0, 0.1}, {0.5 + 0.25 Sin[t], 0.}, {1.5 + 0.75 Sin[t], 0.2}, 
 
  {2.5 + 1.25 Sin[t], 0.}, {3.5 + 1.75 Sin[t], 0.2}, 
 
  {4.5 + 2.25 Sin[t], 0.}, {5.5 + 2.75 Sin[t], 0.2}, 
 
  {6.5 + 3.25 Sin[t], 0.}, {7.5 + 3.75 Sin[t], 0.2}, 
 
  {8.5 + 4.25 Sin[t], 0.}, {9.5 + 4.75 Sin[t], 0.2}, 
 
  {10.5 + 5.25 Sin[t], 0.}, {11.5 + 5.75 Sin[t], 0.2}, 
 
  {12.5 + 6.25 Sin[t], 0.}, {13.5 + 6.75 Sin[t], 0.2}, 
 
  {14.5 + 7.25 Sin[t], 0.}, {15.5 + 7.75 Sin[t], 0.2}, 
 
  {16.5 + 8.25 Sin[t], 0.}, {17.5 + 8.75 Sin[t], 0.2}, 
 
  {18.5 + 9.25 Sin[t], 0.}, {19.5 + 9.75 Sin[t], 0.2}, 
 
  {20 + 10 Sin[t], 0.1}}

(Ìßá ìüíï åíôïëÞ áñêïýóå. Åíôïýôïéò ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôñåéò åíôïëÝò áðëÜ ãéá åêðáéäåõôéêïýò ëüãïõò.)

Ó÷åäéÜæïõìå ôþñá Ýíá ðïëý ìéêñü ïñèïãþíéï ãéá ôçí áñéóôåñÞ óôáèåñÞ óôÞñéîç ôïõ åëáôçñßïõ

In[17]:= Pin Graphics Rectangle 0.4, 0.07 , 0.4, 0.13 ;

êáé Ýíá ìåãÜëï ïñèïãþíéï ãéá ôç ìÜæá m (ðïõ êéíåßôáé âÝâáéá) ôïõ ðáñüíôïò ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò 

In[18]:= Mass t_ : Graphics Rectangle xv t , 0 , xv t 3, 0.2 ;

Åßìáóôå ôþñá Ýôïéìïé íá äçìéïõñãÞóïõìå ôçí áêïëïõèßá ôùí ó÷çìÜôùí ôçò ðáñïýóáò animation. Ãéá ôï

óêïðü áõôü óôï ßäéï ó÷Þìá èÝôïõìå ôï ìéêñü ïñèïãþíéï Pin ôçò áñéóôåñÞò óôçñßîåùò ôïõ åëáôçñßïõ, ôç

ìÜæá Mass[t]  êáé ôï ßäéï ôï åëáôÞñéï Spring[t].   ¼ëo áõôü ôï ó÷Þìá èá ôï äçìéïõñãÞóïõìå ìå ôç ÷ñÞóç

ôçò åíôïëÞò Table êáé ìÜëéóôá 16 öïñÝò óôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá [0, 2ð ] áíÜ ð/8. Èá ðáñáëåßøïõìå âÝâáéá

ôï ôåëåõôáßï ó÷Þìá (ãéá t = 2ð ), åðåéäÞ áõôü óõìðßðôåé ìå ôï ðñþôï ó÷Þìá (ãéá t = 0) êáé åðïìÝíùò ü÷é

ìüíï èá åßíáé Ü÷ñçóôï, áëëÜ êáé âëáâåñü óôçí animation ôçí ïðïßá öôåéÜ÷íïõìå. Äçìéïõñãïýìå Ýôóé ìéá

áêïëïõèßá ó÷çìÜôùí VibrationWithoutDampingImages . Áõôü ôï ðåôõ÷áßíïõìå ìå ôñåéò åíôïëÝò. Ç ðñþ-

ôç åíôïëÞ áöïñÜ óôï ó÷Þìá ðïõ öôåéÜ÷íïõìå ìüíï ìéá óõãêåêñéìÝíç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ  t êáé åßíáé óå ìïñ-

öÞ óõíáñôÞóåùò ôïõ ÷ñüíïõ t.. ¸ôóé èá ìðïñïýìå íá ôçí êáëïýìå üðïéá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t åìåßò èÝëïõìå.

In[19]:= image t_ : Show Pin, Mass t , ListPlot Spring t , PlotJoined True,

PlotStyle Thickness 0.012 , Hue 0 , DisplayFunction Identity ,

AspectRatio 0.15, PlotRange 0, 35 , 0.1, 0.35 , Axes True,

AxesLabel "x", "" , Ticks 0, 10, 20, 30 , 0.1, 0.1, 0.3 ,

DefaultFont "Arial Bold", 14 , Background Hue 0.15 ,

ImageSize 560, PlotLabel label

Ç äåýôåñç åíôïëÞ áöïñÜ óôïí ôßôëï ôçò ãñáöéêÞò ðáñáóôÜóåùò (ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t ): 

In[20]:= label " – ";



ÔÝëïò  ç  ôñßôç  åíôïëÞ  äçìéïõñãåß  ôçí  áêïëïõèßá  ôùí  ó÷çìÜôùí ôá  ïðïßá  èÝëïõìå  óôçí  animation ðïõ

öôåéÜ÷íïõìå ìå ôçí åíôïëÞ Table êáé ìå åðáíåéëçììÝíåò êëÞóåéò ó' áõôÞí (áíÜ ÷ñïíéêÜ äéáóôÞìáôá ð/8)

ôçò óõíáñôÞóåùò  image[t]  ðïõ Þäç ïñßóáìå.  (ÐáñåíèåôéêÜ óçìåéþíïõìå üôé  ïé  ôñåéò  ðéï ðÜíù åíôïëÝò

èá ìðïñïýóáí åýêïëá íá åß÷áí óõíäõáóèåß óå ìßá ìüíï åíôïëÞ. Áõôü üìùò äå ìáò åîõðçñåôåß åäþ.)

In[21]:= VibrationWithoutDampingImages Table image t , t, 0, 2 8, 8 ;



In[22]:= Length VibrationWithoutDampingImages

Out[22]=

(ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå 16 óõíïëéêÜ ó÷Þìáôá.) Ôþñá ãéá íá äïýìå óô'  áëÞèåéá ôçí animation ìáò, èá ðñÝðåé íá

"óçìáäÝøïõìå"  üëá áõôÜ ôá ó÷Þìáôá ìå ðÜôçìá ôïõ ðïíôéêéïý äåîéÜ óå ìßá áðü ôéò äýï ó÷åôéêÝò êáôá-

êüñõöåò  ìðëå  ãñáììÝò ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ôá ó÷Þìáôá  áõôÜ (êáé  êáíÝíá Üëëï ó÷Þìá!),  þóôå  íá ìáõñßóïõí.

Óôç óõíÝ÷åéá  ðáôÜìå  Ctrl  Y  (áðü  ôï  ðëçêôñïëüãéï)  Þ  åíáëëáêôéêÜ Cell   Animate  Selected Graphics



(áðü ôéò åðéëïãÝò, ôá menus).  ¸ôóé ðáñáôçñïýìå ôçí êßíçóç ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôüò ìáò õëéêïý óç-

ìåßïõ–åëáôçñßïõ óôéò ðáñïýóåò ÷ùñßò áðüóâåóç åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ôïõ óáí ìéá ðïëý ìéêñÞ ôáéíßá.

Ôï ôåëéêü âÞìá ìáò åßíáé âÝâáéá ç äçìéïõñãßá êáé ôïõ ó÷åôéêïý áñ÷åßïõ gif Þ GIF (áñ÷éêÜ ôùí ëÝîåùí ôçò

öñÜóåùò Graphics Interchange File). ÁõôÞ åðéôõã÷Üíåôáé, üðùò îÝñïõìå, ìå ôçí åíôïëÞ Export ùò åîÞò:

In[23]:= Export "D:\cemb\animations\MassSpringVibrationWithoutDamping.gif",

VibrationWithoutDampingImages, ConversionOptions Loop True

Out[23]=

Ôï üíïìá ôïõ áñ÷åßïõ åßíáé áõèáßñåôï, áñêåß íá ôåëåéþíåé óå gif.  Ôï ßäéï êáé ôï directory áðïèçêåýóåþò

ôïõ,  áñêåß  íá  õðÜñ÷åé  êáé  íá  ìáò  äéåõêïëýíåé  óôç  äïõëåéÜ  ìáò,  åäþ  ìå  ôéò  animations.  Ôá  ó÷ÞìáôÜ  ìáò

åßíáé  åäþ  ôá  ó÷Þìáôá  VibrationWithoutDampingImages ,  ôá  ïðïßá  ìüëéò  äçìéïõñãÞóáìå.  Ôï  óçìáíôéêü

üìùò  åßíáé  íá  ìç  ëçóìïíÞóïõìå  ôçí  åðéëïãÞ  ConversionOptions   {Loop   True}  óôï  ôÝëïò  ôçò

åíôïëÞò  Export.  Ôþñá,  êÜèå  öïñÜ  ðïõ  åðéèõìïýìå,  ðáôþíôáò  ôï  ðïíôßêé  ðÜíù  óôï  áñ÷åßï  gif  ðïõ

äçìéïõñãÞóáìå,  äçëáäÞ óôï  áñ÷åßï  MassSpringVibrationWithoutDamping.gif ,  ðáñáôçñïýìå  ôï  ó÷åôéêü

êéíïýìåíï  ó÷Þìá,  ôçí  animation  ãéá  ôéò  éäéïôáëáíôþóåéò  ôïõ  ìç÷áíéêïý  óõóôÞìáôüò  ìáò  õëéêïý

óçìåßïõ–åëáôçñßïõ  Þ  ìÜæáò–åëáôçñßïõ  (÷ùñßò  áðüóâåóç)  ÷ùñßò  íá  Ý÷ïõìå  áíïßîåé  ôç  Mathematica.

Ðñüêåéôáé  ãéá  ìéá  áðüëõôá  áõôïäýíáìç  animation.  Äå  ÷ñåéÜæåôáé  ôç  Mathematica.  Ìðïñïýìå  íá  ôç

óôåßëïõìå êáé óå ôñßôïõò ðïõ äåí Ý÷ïõí êáèüëïõ Mathematica,  ãéá íá ôç äïýí óôïí õðïëïãéóôÞ ôïõò, Þ

ðéï áðëÜ íá ôç âÜëïõìå óôï äéáäßêôõï, ð.÷. óôçí éóôïóåëßäá ôïõ ìáèÞìáôïò ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ.

Óõíå÷ßæïõìå íá åîåôÜæïõìå ôï ãíùóôü ìáò ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ (ìÜæáò m ) êáé

åëáôçñßïõ  (óôáèåñÜò  k  )  óå  åëåýèåñåò  ôáëáíôþóåéò  ÷ùñßò  öõóéêÜ  öüñôéóç  Þ  åîùôåñéêÞ  äýíáìç  p  (t  ),

áëëÜ ôþñá ìå áðüóâåóç ôùí ôáëáíôþóåùí, ðáñüëï ðïõ äå èá äåßîïõìå óôá ó÷Þìáôá ôçò animation ôïí

áðïóâåóôÞñá. Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç ìåôáôüðéóç u (t ) ôïõ õëéêïý óç-

ìåßïõ (ôçò ìÜæáò m ) ùò ðñïò ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ u = 0 äßíåôáé óôçí åðüìåíç åíôïëÞ: 

In[24]:= MassSpringODE u'' t 2 0 u' t 02 u t 0 . 0.2, 0 1

Out[24]=

ìå  î  =  0.2  ôï  ó÷åôéêü  ëüãï  áðïóâÝóåùò  êáé  ù0 1 ôç ó÷åôéêÞ  éäéïóõ÷íüôçôá.  Èåùñïýìå  ôþñá  êáé  ôéò

ßäéåò  áñ÷éêÝò  óõíèÞêåò  ÉnitialConditions  üðùò  êáé  ðñéí.  Ôþñá  âñßóêïõìå  êáé  ðÜëé  åýêïëá  ôç  ó÷åôéêÞ

ìåñéêÞ ëýóç (Þ åéäéêÞ ëýóç) êáé ôçí áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç  

In[25]:= PartialSolution DSolve MassSpringODE, InitialConditions , u t , t Simplify

Out[25]=

In[26]:= up t_ PartialSolution 1, 1, 2

Out[26]=

Ãéá ôéò óõãêåêñéìÝíåò ôéìÝò values  ðïõ Þäç ïñßóáìå ç ëýóç ìáò ðáßñíåé  ôþñá ìéá áñêåôÜ áðëÞ ìïñöÞ,

üðïõ üìùò âÝâáéá óõíå÷ßæåé íá õðåéóÝñ÷åôáé êáé ï ëüãïò áðïóâÝóåùò î = 0.2:



In[27]:= uv t_ up t . values

Out[27]=

Íá êáé ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò ëýóåùò áõôÞò óôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá [0, 7ð ]:

In[28]:= Plot uv t , t, 0, 7 , PlotStyle Thickness 0.01 , PlotRange 10, 10 ,

AxesLabel "u", "" , PlotLabel " ",

DefaultFont "Arial Bold", 12 , Frame True, ImageSize 360 ;

Ðáñáôçñïýìå üôé ç ðáñïýóá ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ãéá åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ìå áðüóâåóç (ìå î = 0.2),

äéáöÝñåé  Ýíôïíá  áðü  ôçí  áíôßóôïé÷ç  ðñïçãïýìåíç  ãñáöéêÞ  ðáñÜóôáóç  ãéá  åëåýèåñåò  ôáëáíôþóåéò

÷ùñßò áðüóâåóç (ìå î = 0) óôï êáôÜ ôá Üëëá ßäéï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ (Þ ìÜæáò)–åëáôçñßïõ.

Èá  ðñï÷ùñÞóïõìå  ôþñá  óôç  äçìéïõñãßá  ôçò  animation  áêñéâþò  üðùò  êáé  ðñéí.   Ðñïò  ôï  óêïðü  áõôü

õðïèÝôïõìå ôï åëáôÞñéï ôï ßäéï üðùò ðñïçãïõìÝíùò êáé  Ý÷ïõìå Þäç äéáèÝóéìç ôç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç

Spring[t].  ¸÷ïõìå  åðßóçò  äéáèÝóéìá  ôï  ìéêñü  ïñèïãþíéï  Pin  ãéá  ôç  óôÞñéîç  óôï  áñéóôåñü  Üêñï  ôïõ

åëáôçñßïõ  êáé  ôç  ìÜæá  Mass[t]  ãéá  ôï  õëéêü  óçìåßï  (ôç  ìÜæá)  óôï  äåîéü  Üêñï  ôïõ  åëáôçñßïõ.  (Åäþ

áìåëïýìå  ôç  ó÷åäßáóç  ôïõ  áðïóâåóôÞñá.)  Äçìéïõñãïýìå  ôç  ëßóôá  ôùí  ó÷çìÜôùí ôçò  animation ìå  ôéò

äýï åíôïëÝò

In[29]:= label " – ";

In[30]:= VibrationWithDampingImages Table image t , t, 0, 15, 1.2 ;



In[31]:= atn Show Graphics Text " ", 0, 0 , DefaultColor Hue 0.4 ,

DefaultFont "Arial Bold", 35 , AspectRatio 0.1, ImageSize 500 ;

(Óôçí Ýíôõðç êáé óôçí PDF ìïñöÝò ôïõ notebook ðáñáëåßöèçêáí ôá 6 ôåëåõôáßá ó÷Þìáôá ðÜíù áðü ôçí

ðñïåéäïðïßçóç.) Ðáñáôçñïýìå üôé ç ôáëÜíôùóç ôåßíåé íá áðïóâåóèåß óôá äýï ôåëåõôáßá ó÷Þìáôá. Áõôü

óõìâáßíåé åîáéôßáò ôïõ ëüãïõ áðïóâÝóåùò î = 0.2. Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé Ý÷ïõìå 13 óõíïëéêÜ ó÷Þìáôá:

In[32]:= Length VibrationWithDampingImages

Out[32]=

¼ðùò êáé ðñéí, ãéá íá äïýìå ôþñá óô' áëÞèåéá ôçí animation ìáò, èá ðñÝðåé íá "óçìáäÝøïõìå" üëá áõôÜ

ôá  ó÷Þìáôá  ðáôþíôáò  ôï  ðïíôßêé  äåîéÜ  óå  ìßá  áðü  ôéò  äýï  ó÷åôéêÝò  êáôáêüñõöåò  ìðëå  ãñáììÝò  ðïõ

ðåñéÝ÷ïõí ôá ó÷Þìáôá áõôÜ (êáé êáíÝíá Üëëï ó÷Þìá!), þóôå íá ìáõñßóïõí. Óôç óõíÝ÷åéá ðáôÜìå Ctrl Y Þ

åíáëëáêôéêÜ Cell  Animate Selected Graphics. ¸ôóé ðáñáôçñïýìå ôçí êßíçóç ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìá-

ôüò ìáò óôéò  ðáñïýóåò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò  ìå áðüóâåóç.  ÔåëéêÜ  äçìéïõñãïýìå êáé  ôï ó÷åôéêü  áñ-

÷åßï gif, ðÜëé áêñéâþò üðùò êáé ðñéí ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Export. Áõôü åßíáé ÷ñÞóéìï êáé ìüíï ôïõ!

In[33]:= Export "D:\cemb\animations\MassSpringVibrationWithDamping.gif",

VibrationWithDampingImages, atn , ConversionOptions Loop True

Out[33]=
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